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Cap. 1 Introducere

In ultimele decenii, ca urmare a schimbirilor economice si sociale, s-a observat o
dezvoltare exponentiala a oraselor, datoritd migratiei populatiei. Avand spatiu limitat, arhitectii
au fost nevoiti sa caute solutii noi oferind posibilitatea de a construi cladiri “pe verticala”. Odata
cu evolutia stilului architectural modern, s-a pus mare accent pe crearea unui design simplu si
estetic care permite utilizarea eficientd a spatiului functional. Astfel, materiale extrem de durabile
cum este otelul permite construirea unor structuri avand forme geometrice neconventionale. De
asemenea, structurile metalice sunt tot mai accesibile datoritd modului facil de asamblare, a
perioadei scurte de finalizare si a costurilor rezonabile. Din aceste motive, proiectarea structurilor
metalice a cunoscut o dezvoltare semnificativa in ultimii ani, fiind o solutie accesibila datorita
varietatii destinatiei, de la hale industriale la cladiri moderne, Fig. 1.1.

Fig. 1.1 Structuri din otel: (a) Turnul Eiffel (Wikipedia), (b) Burj Khalifa (Wikipedia),
(c) Hale industriale (Enadu General Beton), (d) Stadionul National din Bejjing (World Stadiums)

1.1 Necesitatea temei de cercetare si incadrarea ei in domeniul stiintific

Metodele clasice de proiectare a structurilor ofera prescriptii bazate pe verificarea
individuala a capacitatii elementelor, Insa sunt limitate in ceea ce priveste evaluarea
comportamentului structural la nivel global, tindnd cont de interactiunea intre elemente. Acest
aspect este important in cazul structurilor complexe, unde evaluarea gresita a capacitatii ultime
de rezistentd a intregului sistem structural, poate conduce la solutii dezavantajoase din punct de
vedere economic sau structural. De asemenea, avand in vedere faptul cd metodele clasice de
proiectare nu sunt capabile sa urmareasca curba de comportare incarcare-deplasare, mecanismul
de cedare nu poate fi surprins in mod riguros iar, in cazul structurilor metalice cu elemente
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zvelte, cedarea poate aparea ca urmare a pierderii stabilitatii structurii, si nu din epuizarea
capacitatii portante.

Chiar daca 1n ultimele decenii, odata cu dezvoltarea tehnologiei pe calculator, softurile de
modelare bazate pe MEF au devenit foarte populare iar rezultatele obtinute reflectd cu maxima
precizie comportamentul real al structurilor, acestea sunt limitate in ceea ce priveste analiza
structurilor complexe, datorita necesitatii unei discretizari fine a elementelor componenente, ceea
ce implica un efort computational ridicat. Din acest motiv, metodele de analiza bazate pe MEF
sunt utilizate In cercetare, pentru calibrarea altor modele de analizd mai simplificate (ECCS,
1984), (White & Chen, 1990).

In stadiul actual este recunoscuti necesitatea abordarii unor metode avansate de analiza
care permit studiul structurilor ca un ansamblu global, si nu a barelor ca elemente individuale. in
acest scop, o preocupare continud a cercetdtorilor din domeniu este elaborarea unor noi metode
de analiza pentru facilitarea evaludrii raspunsului structurilor in practica curenta. In literatura de
specialitate sunt mentionate numeroase modele analitice avansate, pentru analiza inelastica de
ordinul al II-lea a structurilor in cadre din otel, bazate pe conceptul de articulatie plastica sau cele
care considerd plastificarea distribuitd. O metodd de analiza este consideratd “avansata” daca
poate descrie in mod satisfacator rezistenta, rigiditatea si stabilitatea globala a structurii, astfel
incat sa nu fie necesara verificarea individuald a elementelor componente ale structurii (Chen W.
, 1993), (Li & Li, 2007), (Maleck, White, & Chen, 1995). Pentru evaluarea cat mai corecta a
comportamentului real al structurii, o astfel de metoda trebuie sd fie capabild sd surprinda
efectele neliniaritatii geometrice locale si globale, de material (considerarea interactiunii
eforturilor 1n plastificarea sectiunilor), a imperfectiunilor geometrice inifiale, a tensiunile
reziduale, efectului “bowing”, precum si a conexiunilor flexibile.

In urma analizei cercetirilor existente din literatura de specialitate, privind metodele de
analiza avansate capabile sd cupleze principalele surse de neliniaritate si de imperfectiuni, rezulta
urmatoarele observatii care evidentiazd anumite limitdri (neajunsuri) ale metodelor existente,
ceea ce conduce la necesitatea Imbunatatirii acestora pentru analiza inelastica de ordinul al I1-lea
a structurilor in cadre din otel realizate din bare prismatice sau neprismatice:

e Chiar daca unele metode de analiza din literatura de specialitate sunt capabile sa
identifice mecanismul de cedare plastic, in cazul structurilor metalice zvelte, supuse la
incdrcari axiale si laterale, cedarea structurii poate aparea ca urmare a fenomenului de
instabilitate globald, datoritd aparitiei momentelor incovoietoare de ordinul al II-lea
cauzate de actiunea fortei axiale de compresiune pe structura deformata. In aceste situatii
se recomanda exprimarea ecuatiilor de echilibru pe configuratia deformatd iar la nivel
local (de element) cuplarea neliniaritdtii fizice si geometrice este, in general, greu de
realizat atunci cand se doreste modelarea barelor printr-un singur element.

o 1In cazul elementelor solicitate la incirciri uniform distribuite pe bard, sectiunile
susceptibile de plastificare sunt atét la capetele barei cat si in lungul ei. Pentru a surprinde
plastificarea sectiunilor in lungul elementului sunt propuse diferite abordari, nsa
majoritatea implicd nevoia de a diviza bara in mai multe segmente/elemente (Chen &
Chan, 1995), (Wong M. B., 1996), (Kim S. , Lee, Choi, & Kim, 2004), ceea ce



presupune un efort computational mai mare datoritd datelor ce trebuiesc memorate, ca
urmare a reconfigurarii geometriei structurii (modificarea topologica).

e Metoda clasicd bazatd pe conceptul de articulatie plasticd presupune plastificarea
concentratd in anumite sectiuni (restul elementului avand o comportare elastica) si ca
plastificarea sectiunii transversale are loc instantaneu si punctual si astfel poate conduce
la o supraestimare a rigiditatii elementelor. Din acest motiv, se recomanda utilizarea unui
model de calcul care este capabil sa surprindd degradarea graduald a rigiditatii sectiunii
trasversale a barelor si, de asemenea, sd cuprindd, cu un anumit grad de precizie,
plastificarea distribuita in volumul elementului.

e Indiferent de calitatea procesului de fabricatie, profilele metalice dezvolta anumite tipuri
de 1mperfectiuni, geometrice si/sau mecanice, care induc efecte secundare in
comportamentul structurilor si pot produce colapsul prematur. Cercetarile experimentale
incepand cu anii 1935 (Wilson & Brown, 1935), (Koiter, 1945) si pand in prezent
confirmad importanta includerii efectelor imperfectiunilor geometrice in modelul de
analiza. Efectul imperfectiunilor initiale poate fi luat in considerare, in mod simplificat,
prin includerea modulului de elasticitate tangent Et in matricea de rigiditate, Insa aceasta
metodad este cunoscutd cd supraestimeaza capacitatea ultima de rezistentd a structurii
(Maleck A. , 2001). Prin urmare, se constata necesitatea abordarii unor tehnici care sa
includd in mod mai riguros (explicit) efectul imperfectiunilor initiale.

e (data cu evolutia stilului arhitectural modern, structurile metalice permit adoptarea unor
forme geometrice neconventionale. Astfel, necesitatea studiului comportérii elementelor
cu sectiune variabild a crescut exponential in ultimii ani. In literatura de specialitate sunt
mentionate diferite abordari, Insd unele dintre aceste nu includ efectul fortelor axiale
(Cleghorn WL, 1992), (Frieman Z, 1992), (To C. , 1981) sau efectul imperfectiunilor
geometrice initiale (Li & Li, 2002), (Al-Sadder, 2004) in exprimarea relatiilor de
echilibru la nivel de element (formarea matricei de rigiditate). De asemenea, majoritatea
acestor metode nu tin cont de iIncarcdrile distribuite aplicate pe bard, chiar daca se
cunoaste importanta lor in proiectarea curenta (Li & Li, 2002), (Al-Sadder, 2004).

Desi se cunoaste importanta si utilitatea acestor metode avansate in aplicatiile practice
pentru analiza avansatd a structurilor cu elemente neprismatice, majoritatea nu trateazd cu un
grad de acuratete ridicat unele aspecte, cum ar fi integrarea explicitd a imperfectiunilor
geometrice initiale sau mecanice, a efectului deformatiilor din forta tdietoare, a conexiunilor
semi-rigide, includerea fortelor distribuite pe bard, precum surprinderea formarii si functionarii
articulatiei plastice in lungul elementului utilizdnd un singur element/bara.

In acest context, se considerd necesard si oportuni realizarea unor cercetari suplimentare
pentru analiza neliniara avansata a structurilor in cadre alcatuite din bare cu sectiune variabila si
conexiuni semirigide. In lucrare este prezentat un model care stabileste relatiile forta-deplasare la
nivel de element pentru barele cu sectiune variabild, tinand cont de efectele combinate ale fortei
axiale, deformatiilor de lunecare din forta taietoare, precum si al imperfectiunilor geometrice
initiale. In acest scop se incearca rezolvarea ecuatiei diferentiale de echilibru de ordinul al II-lea
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cu coeficienti variabili prin dezvoltare in serii de puteri, avand ca necunoscutad principalad
momentul incovoietor. Apoi, utilizdnd relatia Maxwell-Mohr se poate stabili relatia incrementala

deplasare-fortd prin inversarea careia se evidentiaza matricea de rigiditate si vectorul fortelor
nodale echivalente in prezenta efectelor mai sus amintite.

1.2  Obiectivele propuse

In baza analizei facute anterior privind stadiul actual al cercetarilor in domeniu, autorul

tezei 11 propune urmatoarele obiective:

Obiectivul principal al tezei are ca scop dezvoltarea unui model de analiza avansata
capabil sd surprinda cu un grad de acuratete ridicat si efort computational si de modelare
scdzut comportarea neliniara a structurilor in cadre alcatuite din bare cu sectiune
variabili si conexiuni semirigide. In acest context se incearci dezvoltarea unui element
neprismatic de tip bara capabil sd surpinda efectele combinate ale fortei axiale in lungul
elementului, al fortei taietoare, al imperfectiunilor geometrice initiale, precum si formarea
articulatiilor plastice in cuprinsul elementului. In acest scop se incearci rezolvarea
ecuatiei diferentiale de echilibru de ordinul al II-lea cu coeficienti variabili prin
dezvoltare in serii de puteri, avand ca necunoscutd momentul incovoietor. Apoi, utilizand
metoda Maxwell-Mohr se poate stabili relatia totald, respectiv incrementala deplasare-
forta, prin evaluarea coeficientilor de flexibilitate, iar prin inversare se pot evidentia
matricea de rigiditate si vectorul fortelor nodale echivalente in prezenta efectelor mai sus
amintite.

Subsidar obiectivului principal mentionat mai sus se propune si se calibreaza un
procedu practic pentru determinarea matricei de rigiditate si a vectorului fortelor
nodale echivalente a barelor cu sectiune variabila. Caracterul practic al procedeului
constd In integrarea expresiei momentului incovoietor pentru bara prismatica, pentru
evaluarea coeficientilor de flexibilitate cu metoda Maxwell-Mohr, considerand, 1nsa, in
mod aproximativ variatia momentului de inertie in lungul elementului. in acest send, prin
studii extensive de calibrare se propune un coeficient de compresiune mediu care este
evaluat tindnd cont de raportul sectiunilor de la capetele elementului considerat cu
sectiune variabild in lungul lui. Prin inversarea relatiilor incrementale deplasare-forta se
evidentiazd matricea de rigiditate si vectorul fortelor nodale echivalente. Acest procedeu
este eficient in proiectarea curentd, se demonstreaza ca poate fi aplicat in majoritatea
cazurilor practice, erorile introduse incadrandu-se, in general, sub 5%.

Pentru validarea modelului teoretic elaborat s-a dezvoltat o aplicatie software pentru
analiza neliniara avansata care sd permitd abordarea structurilor in cadre din otel
alcatuite din bare cu sectiune variabild si conexiuni semirigide. Metoda abordata
presupune modelarea structurii utilizdnd un singur element pe bard, ceea ce reduce
numarul gradelor de libertate utilizate in analiza si, implicit, timpul de calcul. Modelul
adoptat pentru evaluarea comportarii elasto-plastice este cel al plastificarii concentrate
avand la baza conceptul de articulatie plastica punctuald cu formare instantanee (Chiorean
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C. G., 2009). In aceastd acceptiune, formarea si functionarea articulatiilor plastice este
permisd doar in anumite sectiuni caracteristice ale barei, articulatiile plastice fiind de
dimensiune zero, restul elementului avand o comportare elastici. De asemenea,
incarcdrile distribuite pe bara pot fi incluse direct in analiza fara a fi necesara divizarea
barei in mai multe elemente asa cum se intdmpla In majoritatea metodelor de calcul
cunoscute. In acest context, se incearcd extinderea modelului propus de Chiorean C. G.
(2009) ce exprima relatia fortad-deplasare la nivel de element in conditiile formarii
articulatiilor plastice la capetele elementului si in cuprinsul acestuia, pentru cazul barelor
cu sectiune variabilad coroborat cu considerarea efectelor de ordinul al II-lea in exprimarea
momentelor incovoietoare si a imperfectiunilor geometrice in lungul elementului.
Totodata, pentru simularea formarii zonelor plastice in lungul elementului se va adapta
formularea propusa de Zubydan (2010), pentru evaluarea modulului de elasticitate
tangent sau secant, in vederea surprinderii degradarii graduale a rigiditatii elementelor,
considerand trei sectiuni susceptibile la plastificarea, la capetele elementului precum si in
lungul acestuia.

e Pentru a evidentia performantele modelului de calcul propus si a aplicatiei software
elaborate 1n acest scop au fost conduse o serie de studii numerice extinse pe o serie de
tipuri de structuri relevante, propuse in literatura de specialitate sau propuse in aceasta
lucrare. Acest studiu are drept scop pe de o parte validarea modelului de calcul, dar in
egald masura poate constitui, prin detaliile de analiza si de comportare oferite, o baza de
informatie pentru studii viitoare ale altor cercetétori in acest domeniu.

1.3 Metodologia cercetarii stiintifice

Pentru evaluarea cat mai corectd a comportamentului structurii, intelegerea fenomenelor
ce produc raspunsul neliniar este esentiald. Din acest motiv, s-a considerat necesard aprofundarea
metodelor de analiza statica neliniara a structurilor in cadre din otel care abordeaza diferite
tehnici pentru considerarea barelor cu sectiune variabild, a efectelor neliniaritatii fizice,
geometrice (locald si globald), imperfectiunilor initiale (geometrice si mecanice), deformatiilor
de lunecare tranversald, precum si al conexiunilor flexibile. In acest scop, autorul tezei a
consultat literatura de specialitate.

Pentru confirmarea si validarea formularilor teoretice expuse in teza, autorul a dezvoltat o
aplicatie software, EPASS, in limbajul de programare Matlab 7.11. Calibrarea programului s-a
facut prin compararea rezultatelor cu cele din literatura de specialitate, avute la dispozitie,
precum si prin studii numerice, efectuate de autor, cu programe de calcul care vizeaza calculul
neliniar al structurilor Mastan2 (McGuire, Gallagher, & Ziemian, 2000) si cu un program de
element finit Abaqus (Hibbitt, 2011).



1.4 Structura tezei de doctorat

Pe parcursul tezei de doctorat autorul isi propune sa treaca in revistd metodele de analiza
avansatd a structurilor in cadre, mentionate in literatura de specialitate, si Indeplinirea
obiectivelor mentionate mai sus.

Teza de doctorat cuprinde sase capitole si cinci anexe, o descriere succinta a continutului
fiind prezentata in cele ce urmeaza:

Capitolul 1. Introducere

Acest capitol debuteaza cu prezentarea importantei structurilor din otel, care a devenit o
solutie tot mai accesibild datoritd modului facil de asamblare, a perioadei scurte de finalizare si a
costurilor rezonabile. In continuare, se face incadrarea temei de cercetare in contextul actual si se
prezintd obiectivele propuse. Tot in acest capitol se prezinta metodologia de lucru care st la baza
cercetarii.

Capitolul 2. Metode de analiza elasto-plastica de ordinul al Il-lea a structurilor in cadre —
stadiu actual

In prima parte a capitolului 2 sunt prezentate comparativ metodele de analizi a
structurilor in cadre, care sunt clasificate in doua categorii: cele bazate pe conceptul de articulatie
plastica, respectiv cele bazate pe conceptul de zone plastice. De asemenea, sunt detaliate
principalele surse de neliniaritate, precum si diferite tehnici mentionate in literatura de
specialitate pentru includerea lor in modelul de analiza. La sfarsitul capitolului sunt prezentate, in
mod succint, metodele de determinarea a solutiei in calculul elasto-plastic de ordinul al II-lea, cea
simplu incrementald, respectiv cele incremental iterative.

Capitolul 3. Calculul geometric neliniar al barelor cu sectiune variabila

La inceputul capitolului 3 se face o trecere in revista a metodelor numerice pentru analiza
elementelor cu sectiune variabilda mentionate in literatura de specialitate. Autorul tezei s-a
concentrat pe metodele existente bazate pe dezvoltare in serii de puteri iar limitdrile evidentiate
justifica motivatia autorului de a propune noi abordari.

In continuare sunt prezentate doud metode pentru analiza barelor cu sectiune variabila.
Primul model este unul practic si presupune exprimarea aproximativa a momentului incovoietor
in lungul barei, prin integrarea ecuatiei diferentiale de echilibru a barei consideratd cu un modul
de rigiditate la Incovoiere echivalent (constant) si aplicarea relatiei Maxwell-Mohr pentru
determinarea relatiilor deplasare-forta. In acest fel, in expresia momentului incovoietor este
inclus un coeficient de compresiune mediu (echivalent) care este determinat tindnd cont de
raportul momentelor de inertie ale sectiunilor de la capetele elementului. Prin inversarea relatiilor
incrementale deplasare-fortd se evidentiazd matricea de rigiditate si vectorul fortelor nodale
echivalente. Acest procedeu este limitat de gradul de variatie a sectiunilor transversale ale
barelor, iar in urma studiilor numerice efectuate s-a constatat ca pentru obtinerea unor rezultate
cu erori sub 5%, raportul indltimilor sectiunilor transversale de capat sa nu fie mai mic de 0.6. Al
doilea model propus 1n aceasta lucrare, este considerat exact in formularea teoretica si stabileste
relatiile forta-deplasare la nivel de element pentru barele cu sectiune variabild, tinand cont de
efectele fortei axiale, al imperfectiunilor geometrice initiale, precum si de fortele uniform
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distribuite in lungul elementului. Originalitatea si eficienta procedeului constd in rezolvarea
ecuatiei diferentiale de ordinul al II-lea cu coeficienti variabili, avand ca necunoscutd momentul
incovoietor, prin dezvoltare in serii de puteri. Avand cunoscutd expresia momentului Incovoietor
in sectiunea curentd, utilizand relatia Maxwell-Mohr, se poate stabili relatia incrementala
deplasare-fortd prin inversarea careia se evidentiazd matricea de rigiditate si vectorul fortelor
nodale echivalente in prezenta efectelor mai sus amintite.

La sfarsitul capitolului, pentru verificarea eficientei si acuratetii modelului de calcul,
precum si a aplicatiei software dezvoltate, sunt efectuate o serie de teste numerice privind
convergenta metodelor de integrare, respectiv alegerea numarului adecvat de termeni in seria de
puteri utilizata In exprimarea momentului incovoietor. De asemenea, se demonstreazad faptul ca
rezultatele numerice obtinute sunt relevante pentru performantele modelului de calcul propus
evidentiind eficacitatea metodei de calcul propuse.

Capitolul 4. Modelul de calcul propus pentru analiza avansatid a structurilor in cadre.
Aplicatia EPASS

In capitolul 4 este prezentat modelul de calcul complet integrand pe langa efectele
neliniaritatii geometrice si cele ale neliniaritétii fizice, in baza céruia a fost dezvoltata o aplicatie
software (EPASS) in mediul de programare Matlab 7.11. Sunt detaliate tehnicile pentru
includerea in modelul de analizd a efectelor neliniaritdtii geometrice locale si globale,
imperfectiunilor initiale geometrice si mecanice, efectelor din forta tdietoare, precum si
comportarea neliniara a conexiunilor flexibile de prindere a barelor in noduri. Modelul abordat
presupune modelarea structurii utilizand un singur element/bara ceea ce reduce numarul gradelor
de libertate utilizate in analiza si, implicit, timpul de calcul. Modelarea comportarii elasto-
plastice se face 1n baza conceptului de articulatie plastica dezvoltdndmodelul propus in Chiorean
(2009), cu respectarea criteriului de plastificare dupa formarea unei articulatii plastice in cazul
barelor cu sectiune variabild si sub incidenta efectelor locale mentionate mai sus. Sectiunile se
considerd a avea o comportare perfect plasticd, dupa formarea unei articulatii plastice; nu se ia in
considerare descarcarea si nici reconsolidarea materialului. Incircari uniform distribuite pe bara
pot fi incluse direct in analiza fara a fi necesara divizarea barei in mai multe elemente, zonele
potential plastice fiind considerate la capetele elementului precum si in lungul lui. Pentru
simularea dezvoltarii graduale a zonelor plastice, in formarea matricei de rigiditate este inclus
modulul de elasticitate tangent E;, conform formularii propuse de Zubydan (2010). Apoi este
prezentat algoritmul de calcul, rezolvarea ecuatiilor de echilibru static faicandu-se cu metoda
simplu incrementald cu controlul solutiei in fortele exterioare. Ulterior, pentru a verifica
performantele modelului de calcul propus si a aplicatiei software elaborate 1n acest scop, au fost
prezentate cateva exemple numerice analizate de catre alfi autori iar rezultatele obtinute
evidentiaza elocvent eficacitatea metodei de calcul propuse.

Capitolul 5. Exemple numerice pentru validarea si calibrarea programului de analiza
neliniara pentru structurilr in cadre.

Scopul capitolului 5 este de a oferi suficiente rezultate care sd confirme eficienta
modelului de calcul propus si a aplicatiei software dezvoltate. Astfel, s-au efectuat analize pe
structuri considerate standard, iar rezultatele au fost comparate cu cele obtinute cu un program
similar Mastan2 (McGuire, Gallagher, & Ziemian, 2000), un program de element finit Abaqus
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(Hibbitt, 2011), si alte rezultate preluate din literatura de specialitate. Pentru calibrarea
programului, s-au considerat atat elemente izolate cat si cadre plane sensibile in prezenta
diferitelor efecte neliniare luate in considerare. Toate analizele efectuate sunt statice neliniare, in
domeniul elastic sau plastic, efectele pierderii stabilitatii locale, atat flambajul local, cat si
flambajul din torsiune, au fost neglijate in analizd. Rezultatele numerice prezentate sunt relevante
si confirmd performanta modelului de calcul si il clasifica drept o metoda de analiza statica
avansata pentru structurile in cadre plane din otel.

Capitolul 6. Concluzii, contributii personale si directii viitoare de cercetare

Capitolul 6 prezintd concluziile generale, precum si contributiile originale ale cercetarii
intreprinse. Abordarea propusa in aceastd lucrare, pentru analiza barelor si cadrelor cu sectiune
variabild, doreste sd elimine unele dintre neajunsurile metodelor existente, mentionate in
literatura de specialitate. Studiile numerice efectuate pentru evaluarea raspunsului neliniar al
cadrelor plane din otel, isi propun sa extindd nivelul cunostintelor existente la ora actuald si sa
constituie, totodatd, o baza de informatii utilizabila de cétre alti cercetatori in demersul lor de
calibrare a diferitelor aplicatii care vizeazd comportarea neliniara a structurilor in cadre. Ulterior,
sunt prezentate directiile viitoare de cercetare propuse.

La sfarsitul lucrarii este prezentata bibliografia consultatd de autor, precum si cele cinci
anexe care contin: Anexa A: functiile de stabilitate propuse de Oran ( 1973) si Chan & Gu (2000)
pentru includerea efectului neliniaritdtii geometrice locale in matricea de rigiditate ; Anexa B:
expresiile matricelor de rigiditate pentru o bara cu sectiuni plastificate, tindnd cont de efectul
fortei axiale in lungul barei, deduse cu ajutorul programului Matlab 7.11; Anexa C: expresiile
propuse de Zubydan (2010) pentru evaluarea coeficientilor care intrd in expresia matricei de
rigiditate pentru considerarea plastificarii graduale; Anexa D: descrierea metodele numerice de
integrare Simpson 3/8, Gauss-Legendre, respectiv Gauss-Lobatto care se pot alege pentru
evaluarea coeficientilor de flexibilitate si Anexa E: coeficientii matricei de rigiditate pentru un
element cu sectiune circulara variabila obtinutd cu modelul propus si cei obtinuti de Al-Sadder
(2004).



Cap. 2 Metode de analiza elasto-plastica de ordinul al II-lea a structurilor
in cadre — stadiu actual

2.1 Conceptul de analiza avansata

Metodele actuale de proiectare a structurilor, bazate pe verificarea capacitatii elementelor,
sunt “limitate In ceea ce priveste abilitatea lor de a reda comportamentul real al structurii si de a
evalua capacitatea maxima de rezistentd a intregului sistem structural redundant” (Liew, White,
& Chen, 1993a). Din acest motiv, o preocupare (provocare) continud a cercetdtorilor din
domeniu este de a facilita evaluarea rapida, dar exactd, a raspunsului structurilor reale de mari
dimensiuni in practica curenti de analizi si proiectare. In acest scop, in ultimele doua decenii, s-a
acordat o atentie deosebita analizei structurilor ca un ansamblu global, si nu a barelor ca elemente
individuale. O metoda de analizd este consideratd “avansatd” dacd poate “descrie in mod
satisfacator rezistenta, rigiditatea si stabilitatea globald a structurii, astfel incat verificarea
individuala a fiecarui element component al structurii sa nu mai fie necesard” (Chen W. , 1993)
(Maleck, White, & Chen, 1995), (Li & Li, 2007), (Chiorean C. G., 2009). Pentru evaluarea cat
mai aproape de realitate a raspunsului structurii, este necesara considerarea in analiza a efectelor
neliniaritatii geometrice locale si globale, de material (considerarea interactiunii eforturilor in
plastificarea sectiunilor), a imperfectiunilor geometrice initiale, a tensiunile reziduale, precum si
a conexiunilor flexibile. Avantajul principal constd in eficacitatea procesului de analiza in
proiectarea curentd, avand in vedere cd nu sunt necesare verificari suplimentare individuale ale
barelor componente. De asemenea, mecanismul de cedare este surprins (fie prin pierderea
stabilitatii locale sau globale sau epuizarea capacitdtii portante) si detectarea pozitiilor si ordinii
de formare a articulatiilor plastice (zone plastice) poate influenta proiectarea elementelor
structurale.

In literatura de specialitate sunt propuse numeroase modele analitice, pentru analiza
inelastica de ordinul al Il-lea a structurilor in cadre plane din otel, si care pot fi clasificate, n
functie de complexitate, in doud categorii: modelul articulatiilor plastice (plastificare
concentratd), respectiv modelul zonelor plastice (plastificare distribuitd), Fig. 2.1.

2.2  Metode de analiza bazate pe conceptul de articulatie plastica

Metodele bazate pe conceptul de articulatie plasticd presupun modelarea comportarii
elasto-plastice la nivel de sectiune prin plastificarea concentrata, in jurul combinatiilor de eforturi
maxime. Modelul clasic presupune o schimbarea brusca a rigiditatii In sectiunile transversale in
care s-a depdsit limita elasticd, ceea ce nu reflectd, in totalitate, comportamentul real al
elementului. Din acest motiv, in literatura de specialitate, au fost propuse diferite tehnici pentru
rafinarea metodei prin luarea in considerare a efectului plastificdrii in lungul elementului prin
modulul de elasticitate tangent E; sau secant E,, precum si pe Inaltimea sectiunii transversale
prin considerarea a doud suprafete de interactiune, cele corespunzatoare intierii curgerii respectiv
plastificarii totale si aplicarea unor relatii liniare sau neliniare pentru considerarea degradarii
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rigiditatii elementelor (Powel & Chen, 1986), (Deierlein, Zhao, & McGuire, 1991), (Al-Mashary
& Chen, 1991), (King, White, & Chen, 1991), (Leu & Tsou, 1998), (Kim, Kim, & Chen, 2000),
(Kim & Choi, 2005), (Kim & Lee, 2011).

Modelul bazat pe articulatie plastica Modelul bazat pe zone plastice
Cu formare instantanee Cu formare graduala La nivel de sectiune La nivel de fibra
P P P P
N l N N l N N l N N l 4 N
— 1 [— —| 4 — — 2 [——tiiy <
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Fig. 2.1 Metode de analiza elasto-plastica a structurilor in cadre

Chiar daca metoda bazata pe articulatii plastice punctuale are tendinta de a supraestima
rezistenta si stabilitatea elementelor (White & Chen, 1993), numeroare studii au aratat ca
rezultatele sunt satisfacatoare (reprezentative) In comparatie cu metoda consideratd mai avansata,
cea bazata pe conceptul de zone plastice, dar avand un efort computational mult mai mic.

2.2.1 Modelul articulatiilor plastice cu formare instantanee

In analiza cu articulatii plastice concentrate (Heyman, 1957), (Porter & Powel, 1971)
plastificarea sectiunii transversale are loc punctual si instantaneu, sectiunile de barda dintre
articulatiile plastice raman cu comportare integral elastica. Elementele structurii au o comportare
perfect elastica, pana la atingerea eforturilor ce produc plastificarea integrala a unei sectiuni
(aparitia articulatiei plastice) de la capetele elementului, sectiunile transversale ale elementelor au
o comportare perfect plasticd (nu se considera reconsolidarea materialului) dupa aparitia
articulatiei plastice.

Metodele de analizd care au la baza conceptul de articulatie plastica pot fi impartite in
doua categorii:

e Analiza elasto-plastica de ordinul I
e Analiza elasto-plastica de ordinul al II-lea

Analiza elasto-plastici de ordinul 1

Metoda presupune evaluarea raspunsului structurii in raport cu configuratia initiald.
Structura are o comportare liniar elastica pana la plastificarea primei sectiuni, apoi, pe masura ce
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structura este incarcatd incremental, odata cu aparitia articulatiilor plastice, rigiditatea structurii
se degradeaza. Cedarea structurii este caracterizata de identificarea unui mecanism plastic, cand
un numdr suficient de articulatii plastice sunt formate iar structura nu mai este capabild sa
redistribuie eforturile (Chen, Goto, & Liew, 1996). Fenomenul de pierdere a stabilitatii nu poate
Sectiunile transversale ale barelor se considerda a avea o comportare perfect elasticd pana la
atingerea momentului Incovoietor plastic ce produce formarea articulatiei plastice punctuale si
instantanee, restul elementului avand o comportare elasticd. Dupa plastificarea integrala,
momentul incovoietor “ingheatd”, rigiditatea sectiunii se considerd zero si este permisa rotirea
“infinitd”. Acest model de analizd introduce o simplificare majora in analiza structurilor datorita
schimbadrii bruste a rigiditatii pe un segment de dimensiune 0, ceea ce nu redd comportamentul
real.

Analiza elasto-plastica de ordinul al Il-lea

In cazul structurilor inalte cu elemente zvelte, supuse la incirciri axiale si laterale, aparitia
colapsului structurii poate avea loc inainte de epuizarea capacitatii ultime de rezistenta, datoritd
fenomenului de pierdere a stabilitatii (SSRC, 1988). Pentru a evalua cu mai multd precizie
comportamentul real al structurii, ecuatiile de echilibru se scriu pe configuratia deformata.
Astfel, surprinderea fenomenelor de instabilitate globala, datoritd aparitiei momentelor
incovoietoare de ordinul al II-lea cauzate de actiunea fortei axiale de compresiune pe structura
deformata, este posibila (Goto & Chen, 1986). Efectul neliniaritatii geometrice locale este luat in
considerare prin includerea functiilor de stabilitate in matricile de rigiditate ale elementelor care
vor fi reactualizate in interiorul fiercdrui pas de incdrcare in functie de coeficientul de
compresiune (Chen & Lui, 1991).

Formarea articulatiilor plastice este guvernata de ecuatiile de interactiune dintre forta
axiala si momentele incovoietoare corespunzatoare celor doud axe principale de inertie ale
sectiunii. Descarcarea si reconsolidarea materialului sunt neglijate in analiza. Astfel, dupa
plastificarea unei sectiuni, comportarea articulatiei plastice respecta legea potentialului plastic
sau legea de normalitate. Efectele fortelor tdietoare, respectiv ale momentelor de torsiune sunt
neglijate in ecuatiile de interactiune plastica (Duan & Chen, 1990), (ECCS, 1984), (Orbison,
1982).

Complexitatea surprinderii plastificarii sectiunilor in metoda articulatiilor plastice consta
in localizarea sectiunilor plastificate care pot fi la capetele elementului sau in lungul lui. O
abordare propusa de Chen & Chan (1995) presupune depistarea formdrii articulatiilor plastice la
capetele elementului sau/si la mijlocul lui, insa existd combinatii de incarcari care produc
plastificarea in cuprinsul elementului, nu neaparat la mijloc. O tehnicd imbunatatita este strategia
”Moving node” (Wong M. B., 1996), (Kim S. , Lee, Choi, & Kim, 2004) care poate localiza
sectiunea in care s-a depdsit limita elastica. Totusi, aceste metode implica nevoia de a Tmparti
bara In mai multe elemente pentru a putea surprinde aparitia articulatiei plastice ceea ce
presupune un efort computational mai mare datorita datelor ce trebuiesc memorate, ca urmare a
reconfigurdrii geometriei structurii.

In 2009, Chiorean C.G. (2009) propune o metodi care presupune modelarea barelor
structurii utilizdnd un singur element/ bara ceea ce reduce numarul gradelor de libertate utilizate
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in metoda si timpul de calcul. Degradarea graduala a rigiditétii sectiunilor elementelor este luata
in calcul prin utilizarea unor relatii neliniare inelastice forta — deformatie si apoi utilizand metoda
flexibilitatii sunt dezvoltate matricea de rigiditate tangentd si vectorul fortelor nodale
echivalente. O procedura este elaboratd cu scopul de a satisface criteriul de plastificare in
sectiunile complet plastificate, dupa formarea unei articulatii plastice, functionarea acesteia este
guvernata de conditia de interactiune plastica definita de curba de plastificare adoptata in calcul.

Mai recent, Liu si colab. (Liu, Liu, & Chan, 2014), propun un element finit liniar care
este capabil sd surprindd formarea articulatiei plastice in lungul elementului, fara a fi necesara
divizarea barei. Comportarea articulatiei plastice este modelata introducand un spring in zonele
potential plastice, a carui rigiditate scade gradual, pe masurd ce sectiunea se apropie de limita
elastica. Matricea de rigiditate tangentd a elementului este dedusa prin derivarea de ordinul al II-
lea a energiei potentiale de deformatie. Efectul imperfectiunilor geometrice initiale este, de
asemenea, inclus in modelul de analiza. Dezavantajul principal al metodei constd in introducerea
unor grade de libertate suplimentare si necesitatea condensdrii matricei de rigiditate, ceea ce
implica un efort computational mai mare.

Cercetarile realizate de Ziemian (1990) au aratat ca metoda clasica bazata pe conceptul de
articulatie plasticd poate fi clasificatd ca o metoda avansatd de analizd deoarece este capabild sa
evalueze capacitatea ultima de rezistentd si stabilitate a sistemului structural si a elementelor
componente cu suficientd acuratete, comparativ cu metodele bazate pe dezvoltarea zonelor
plastice. Totusi, pentru structurile sensibile la efectele dezvoltarii zonelor plastice, studiile aratd
ca aceasta metoda supraestimeaza rigiditatea elemetelor structurii si, ulterior, factorul ultim de
incarcare (Liew & Chen, 1991), (Liew, White, & Chen, 1991), (White & Chen, 1990), printre
altii. Prin urmare, s-a constatat necesitatea rafinarii modelului iar in literatura de specialitate sunt
prezentate cateva metode care vor fi descrise in subcapitolele ce urmeaza.

2.2.2 Modelul articulatiilor plastice cu formare graduala

Unul din neajunsurile principale ale metodei clasice bazate pe conceptul de articulatie
plastica este faptul ca plastificarea sectiunii transversale are loc instantaneu si punctual, ceea ce,
evident, nu reflectd comportamentul real. Pentru a Tmbunatatii acest model, numeroase tehnici au
fost propuse pentru luarea in considerare a plastificarii graduale pe indltimea sectiunilor
transversale si in volumul elementelor.

In ultimele doud decenii, s-a acordat o atentie deosebiti modului de surprindere a
degradarii graduale a rigiditatii in sectiunile In care s-a depasit limita elastica (Liew s al., 1992),
(White, Liew, & Chen, 1992), (King & Chen,1994), (S.E. Kim s.al., 2000), (Al-Mashary &
Chen, 1991), (King, White, & Chen, 1991), (Kim , 1996), (Kim & Chen, 1996), (Liew & Chen,
1991), (Liew, White, & Chen, 1993a), (Liew, White, & Chen, 1993b) si altii. In literatura de
specialitate sunt propuse diferite tehnici pentru includerea plastificarii graduale, prin considerarea
a doud suprafete de interactiune plasticdi N-M, cea corespunzitoare initierii curgerii respectiv
plastificarii integrale a sectiunilor si utilizarea unor relatii liniare (White s. al., 1992), parabolice
(Liew s.al., 1992) sau neliniare deduse pe baza relatiilor M-N-® (King & Chen, 1994).
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2.2.3 Modelul articulatiilor plastice bazat pe incarcari laterale fictive

O tehnicd de imbunatatire a metodei clasice bazate pe formarea articulatiilor plastice ar fi
includerea in modelul de calcul a unor imperfectiuni “artificiale” la nivel global. Metoda de
analiza presupune aplicarea unor forte laterale fictive cu scopul de a tine cont de efectele
tensiunilor reziduale, imperfectiunilor geometrice initiale locale, precum si dezvoltarea zonelor
plastice in lungul elementului.

Aceastd abordare este propusd n (EN 1993-1-1) ca metodd de analizd avansatd a
structurilor in cadre. Cu anumite modificari, modelul de calcul a fost acceptat de European
Convention for Construction Steelworks (ECCS, 1984), Standardele Canadiene (CSA, Limit
States Design of Steel Structures, 1989), precum si Australiene (SA, 1998). Toma si Chen (1992)
propun ca intensitate a fortelor laterale 0.5% din valoarea incarcarilor gravitationale, pentru a
evita supraestimarea capacitdtii de rezistentd a structurii. Avantajul principal al metodei este
faptul cd nu presupune modificarea modelului clasic bazat pe articulatii plastice. Totusi,
cercetdrile lui Liew (1992) arata cd aceastd metoda subestimeaza capacitatea ultima de rezistenta
a unor structuri cu 20% si supraestimeaza capacitatea de rezistentd cu 10% a unor elemente
izolate supuse la incovoiere cu efort axial.

2.3 Metode bazate pe conceptul de zone plastice

In cazul structurilor metalice, dezvoltarea zonelor plastice pe indltimea sectiunii
transversale, precum si in lungul elementului, supus la incovoiere cu efort axial, este influentata
si de efectele tensiunilor reziduale, precum si al imperfectiunilor geometrice initiale, care pot fi
incluse in analiza, in mod simplificat, prin intermediul modulului de elasticitate tangent E; (Liew
J. Y., 1992), (Chen & Kim, 1997). Acest model simplificat incearca sa grefeze pe modelele
bazate pe conceptul de articulatie plastica efectul formarii graduale si extinderea zonelor plastice
atat la nivel de sectiune, cat si la nivel de element (Al-Mashary & Chen, 1991), (1995), (King,
White, & Chen, 1992), (Liew J. Y., 1992), (Ziemian, McGuire, & Deierlein , 1992a), (Ziemian,
McGuire , & Deierlein, 1992b), (Kim & Lee, 2002), (Orbison, 1982), (Liew & Tang , 1998),
(Kim, Kim , & Choi, 2001), (Kim & Choi, 2005)) si, astfel, metoda isi pastreza simplicitatea
analizei, fard a supraestima rigiditatea structurii. Utilizarea modelului de elasticitate tangent E;
este eficientd In cazul elementelor supuse la incarcari axiale mari P >0.5 Py, insa acest model nu
este suficient de precis in cazul elementelor supuse la momente incovoietoare semnificative cu
forte axiale mici (Chen & Kim, 1997).

Modele mai avansate care permit considerarea plastificdrii graduale atat pe inalfimea
sectiunii transversale cat si in lungul elementului sunt dezvoltate In doud directii principale, si
anume: metoda elementelor finite, bazatd pe interpolarea deplasarilor, respectiv metoda
flexibilitatilor, bazata pe interpolarea fortelor. Analiza bazata pe metoda elementelor finite (FEA)
presupune Tmpdrtirea barei in mai multe elemente si discretizarea sectiunii transversale in fibre.
Astfel, efectele imperfectiunilor geometrice initiale, mecanice, precum si comportarea neliniarad a
materialului pot fi incluse iIn mod explicit in modelul de analiza iar starea de tensiune si
deformatie poate fi monitorizatd in fiecare “element finit” in orice pas al analizei. Chiar daca
aceastd metoda este foarte precisd si este consideratd a fi “solutia exactd”, implicad un efort
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computational mare din moment ce este nevoie de o discretizare find a sectiunii transversale si
in lungul elementului. A doua metodd mentionata presupune tratarea barelor ca elemente liniare
unidimensionale iar comportarea elasto-plastica este modelata fie la nivel de fibra, ca si in
metoda elementelor finite, fie direct la nivel de sectiune prin utilizarea relatiilor neliniare,
analitice sau cvasianalitice M-N-® (Wright & Gaylord, 1968), (Lui & Chen, 1987). Dezavantajul
acestei abordari rezida in faptul ca efectul local al neliniaritatii geometrice este complicat de
surprins in formularea directd, totusi avantajul principal consta in faptul cd in absenta efectelor
locale ale neliniaritatii geometrice permite modelarea plastificarii distribuite in lungul barelor
structurii printr-un singur element.

2.3.1 Metoda elementelor finite

Originile metodei elementului finit dateaza de la inceputul anilor ’50 cand a fost abordata,
pentru prima data, pentru identificarea unor solutii aproximative la calculul aeronavelor Boeing
(Turner, Clough, Martin, & Topp, 1956). Primul care foloseste termenul de element finit este
Clough (1960) cand, in lucrarea sa, descrie un procedeu pentru tratarea problemelor discrete
bazat pe divizarea geometriei continue intr-un numar finit de segmente, avand comportarea
definitd de un numar finit de parametri, si obtinerea unei solutii aproximative pentru problema
initiald. Intre anii 60 - *70 sunt create bazele matematice ale elementului finit, prin aparitia unor
lucrari de specialitate de referintd (Fraeijs de Veubeke, 1965), (Zzienkiewicz & Cheung, 1967),
(Strang & Fix, 1973), (Zienkiewicz, 1977), (Ciarlet, 1978). Odata cu dezvoltarea tehnologiei pe
calculator, formularile matematice au fost utilizate pentru dezvoltarea unor softuri comerciale
cum sunt NASTRAN (1968), ANSYS (1970) , ADINA (1986), ABAQUS (1978).

= o A
=
Sy

Fig. 2.2 Tipuri de elemente finite: (a) unidimendionale (“beam”), (b) bidimensionale (“shell”), (c) solide (“brick”)

Y

£¥1>\
o

Metoda presupune inlocuirea geometriei modelului cu o retea de elemente finite, operatie
numitd discretizare, si, apoi, alegerea unui model matematic care sd reflecte comportarea
fenomenului fizic. Dificultatea procedeului consta in alegerea tipului elementului finit astfel incat
ecuatiile de echilibru si compatibilitate la contactul dintre elemente sa fie satisfacute. In literatura
de specialitate sunt mentionate trei categorii de elemente finite, si anume: elemente
unidimendionale (“beam”), bidimensionale (“shell”) si tridimensionale (solide) care pot fi
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clasificate, la randul lor, in functie de ordinul de interolare (numarul de noduri), in elemente
liniare, parabolice sau cubice. In Fig. 2.2 se pot vizualiza cateva tipuri de elemente finite.

Principalul avantaj al metodei elementului finit este ca permite studiul fenomenelor fizice
foarte complexe, nsd este important de subliniat cd nu poate oferi mai multe informatii decat
cele care sunt furnizate de modelul matematic ales pentru problema initiala (Bathe K.-J. , 1996).
Chiar daca MEF este una dintre cele mai populare metode utilizate pentru evaluarea cat mai
fideld a comportamentului real al structurilor, in cazul analizalor neliniare a cadrelor presupune
un efort computational ridicat datoritd necesitatii unei discretizari rafinate, din acest motiv este
utilizatd, in mare parte, in scopuri educationale sau in cercetare.

2.3.2 Modelul articulatiilor plastice rafinate

In cazul structurilor in cadre, barele pot fi modelate ca elemente liniare unidimensionale. In
literatura de specialitate sunt mentionate diferite abordari care presupun divizarea elementelor
componente ale structurii intr-un anumit numar de elemente si exprimarea conditiilor de
compatibilitate a deformatei si de echilibru static bazdndu-se pe relatiile analitice neliniare M-N-
® la capete (Wright & Gaylord, 1968), (Lui & Chen, 1987), (Attalla, Deierlein, & McGuire,
1994).

Un model, mai eficient din punct de vedere computational, este abordat in literatura,
(Chiorean & Barsan, 2005), (Chiorean C. G., 2009) care presupune utilizarea unui singur element
pe bara si generarea unor puncte de integrare in lungul lui, In care este monitorizatd comportarea
elasto-plastica utilizdnd relatii neliniare fortd-deformatie calibrate numeric. Astfel, efectul
plastificarii graduale in lungul elementului este luat in considerare prin variatia rigiditatii EI(x),
in functie de momentul incovoietor M(x), care este evaluat la fiecare pas incremental. Apoi,
integrand pe lungimea elementului, se exprima coeficientii de flexibilitate pentru intreaga bara si,
prin inversare, se determind matricea de rigiditate. Alternativ, pentru rafinarea si cresterea
exactitdtii evaludrii caracteristicilor de rigiditate sectionale iIn domeniul elasto-plastic, Chiorean
(2001) propune un proces iterativ de echilibrare intre fortele exterioare si interioare, in diferite
sectiuni transversale de monitorizare in lungul barelor, si care presupune modelarea inelasticitatii
la nivel de fibra, in punctele de integrare, prin utilizarea relatiilor constitutive neliniare c-¢.

O abordare mai recentd a fost propusd de Zubydan, pentru considerarea plastificarii
graduale a elementelor solicitate la compresiune sau incovoiere uniaxiala cu compresiune in
planul de Incovoiere maxim (2010) sau minim (2011) si, mai recent, in cazul structurilor spatiale
(2013). Metoda presupune “corectarea” eforturilor sectionale, considerdnd o variatie liniard in
interiorul unui pas de Incarcare, si evaluarea modulului de elasticitate tangent Et sau secant Es in
functie de starea de solicitare, utilizand relatii empirice validate prin calibrari numerice.

2.4 Surse de neliniaritate

Avand in vedere ca, In realitate, nicio structurd nu se comporta liniar, peste un anumit
nivel de solicitare, sub actiunea fortelor exterioare, includerea in analizd a fenomenelor care
produc raspunsul neliniar al structurii este esentiala pentru evaluarea corecta a capacitatii ultime
de rezistentd. Efectele care influenteaza raspunsul structurii provin din doud surse principale, si
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anume: neliniaritatea geometrica (ca urmare a modificarii configuratiei geometrice a structurii),
respectiv neliniaritatea de material (ca urmare a relatiilor constitutive neliniare tensiune-
deformatie). Aceste aspecte a preocupat, in mod intens, cercetatorii din domeniu, avand in vedere
dezvoltarea spectaculoasa a structurilor din otel si necesitatea obtinerii unui raspuns al acestora
cat mai corect. Astfel, de-alungul anilor, diferite abordari matematice au fost propuse, care vor fi
prezentate in cele ce urmeaza.

2.4.1 Neliniaritatea de material

In cazul structurilor cu comportare in domeniul elastic, relatia tensiune-deformatie este
una liniara si este caracterizatd prin modulul de elasticitate E. In realitate, ins, ca urmare a
cresterii nivelului de solicitare, aceasta ipoteza nu mai este valabild si, prin urmare, abordarea
unor probleme neliniare ale analizei structurilor nu mai poate fi evitatd. Neliniaritatea fizica apare
ca urmare a producerii deformatiilor plastice si se considerd in analizd prin modificarea
parametrilor curbei caracteristice a materialului. Neliniaritatea de material se manifesta la nivel
de fibrd (prin intermediul relatiei €-6), la nivel de sectiune (prin intermediul relatiet M-®), la
nivel de element (prin plastificarea locald a sectiunilor si a dezvoltérii zonelor plastice in lungul
barei) si la nivel de structura.

2.4.1.1 Ciriteriul de plastificare

Surprinderea efectului neliniaritatii de material asupra raspunsului global al structurii este
un proces deosebit de complex. In literatura de specialitate sunt propuse diferite metode de
analiza care surprind acest fenomen, ele fiind clasificate, in functie de precizia analizei, in doua
categorii: modelul articulatiilor plastice (plastificarea unei sectiuni), respectiv modelul zonelor
plastice (plastificare distribuita).

Modelul bazat pe conceptul de articulatie plastica presupune plastificarea materialului
doar in sectiunile de bard maxim solicitate (la capetele elementului sau in lungul lui). Formarea
articulatiei plastice este guvernata de un criteriu de plastificare si presupune depasirea
deformatiei ultime admise intr-un anumit punct al sectiunii transversale la un anumit nivel de
solicitare exterioard (N, M). Chiar dacd, in cazul sectiunilor metalice, este posibild determinarea
unor relatii exacte pentru definirea suprafetelor de interactiune plastica (Chen & Atsuta, 1976),
majoritatea metodelor de analizd care au la baza conceptul de articulatie plastica se bazeaza pe
relatii de interactiune simplificate, intre forta axiald si momentul Incovoietor; efectele fortei
taietoare si al momentului de torsiune fiind neglijate. Drept consecintd, conditia de plastificare
poate fi exprimatd cu urmatoarea relatie:

r(N,M) = 0 2.1)

-16-



=N\¢-- AISC-LRFD
__ Zubydan, profile H
......... Xubydan, profile I
— DN & Chen
Orb
0.5

0.4 ;.
03 (N.M) N

N/Np

e,

0.2
0.1

0 0.2 0.4
M/Mp

Fig. 2.3 Criterii de plastificare pentru profile metalice, pentru structuri plane

Astfel, daca avem o stare de solicitare definitd de combinatia de eforturi (N, M), aceasta
poate fi vizualizatd ca un vector care pleacd din originea axelor iar varful sagetii caracterizeaza
starea sectiunii. Daca varful vectorului se afla in interiorul acestei curbe atunci sectiuneca se
comporta perfect elastic, in baza ipotezei articulatiilor plastice punctuale si cu formare
instantanee; cand varful vectorului se afla pe aceastd curba condifia (2.1) este indeplinitd si
presupune plastificarea sectiunii (Chiorean C. G., 2006). Odata formata articulatia plastica,
aceasta Incepe sd functioneze dupa legea de normalitate (Massonet, s.al., 1972) impunand o
corelatie Intre eforturi astfel incat sa se mentind pozitia varfului sagetii pe curba. O stare de
eforturi caracterizatd de un vector al carui extremitati depaseste curba de interactiune plastica nu
este posibild. In literatura de specialitate sunt propuse diferite relatii analitice pentru definirea
suprafetelor de plastificare (Fig. 2.3).

2.4.1.2 Plastificare gradualdi

Pentru a surprinde efectul plastificarii distribuite, Zubydan (2010) propune un model de
calcul care presupune determinarea matricei de rigiditate tangenta sau secantd a unui element
supus la compresiune axiald sau Invovoiere uniaxiald cu compresiune, utilizind relatii empirice.
Metoda propusd poate lua sau nu in considerarea efectul tensiunilor reziduale conform ECCS,
Fig. 2.4.
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Fig. 2.4 Distributia tensiunilor reziduale conform ECCS (Zubydan, 2010)

Pentru a determina starea de solicitare intr-o sectiune transversala din otel, Zubydan

propune doud curbe de interactiune plastica, pentru profile I, respectiv H si care sunt exprimate
de urmatoarele relatii:

e Pentru profile H

7
N, +=-M,=1 pentruN, =>0.2

8
er.s +M, =1 pentruN, <0.2
e Pentru profile I (2.2)
9
N, + HMr = pentru N, = 0.3

N+ M, =1 pentruN, < 0.3

N . M . . . . . -
Unde N, = o 8t M, = R N, respectiv M sunt eforturile sectionale iar N, si M, sunt forta axiala
p p

de compresiune plasica (calculatd in absenta momentului Incovoietor) si momentul de incovoiere
plastic (in absenta fortei axiale) si care pot fi vizualizare, comparativ cu alte curbe de plastificare
din literatura, in Fig. 2.3.

In continuare, in (Zubydan, 2010), sunt propuse relatii empirice care exprima modulul de
elasticitate tangent intr-o forma adimensionald, Fig. 2.5 (a), pentru sectiuni transversale supuse la
compresiune axiald purd:

Ei = 1pentru N, < Ny

N.. — N..\1Y/2 2.3
E: = [1 - (r—ro)] pentru N, > Npq 23)
1= Nyo

N O . . . . o
Unde N, = R Ny=1-— G—T, o, este tensiunea de curgere si 0, este tensiunea reziduald
p y

considerata, in functie de tipul profilului, si care se poate vizualiza in Fig. 2.4.
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Fig. 2.5 Degradarea modulului de elasticitate tangent Et, in functie de solicitari (Zubydan, 2010)

Pentru sectiunile solicitate la Incovoiere cu compresiune axiald, A.H. Zubydan propune
relatii empirice, Fig. 2.5 (b) , pentru determinarea modului de elasticitate tangent adimensional,
in functie de marimea fortei axiale:

Pentru N, < N,

Eqr =1 pentru M, < My,

M, — My, ’"T/ "
T T

M—rl M, + E¢pq pentru Mg < M, < M4

Eer = (1= Epry) [1 - (

1/r3 (2.4)
Ey =E [1—(M>] pentru M, < M, <m
tr tr1 m — M, 1 r S my
Pentru N, > N,
M rl 1/T2
.
Etr = (Etro — Etr1) [1 — (M ] + Eq pentru M,y < M, < M,,
i (2.5)
1/r3
Ey. =E [1—(M>] pentru M, < M, <m
tr tr1 m — M, 1 r S my
Unde N, = Nlp, Ny =1 —Z—;, M, = Mﬂp, My = (M%IZI)W”, m, este raportul Mﬂp determinat din

rezolvarea ecuatiei de interactiune plasticd, W, si W), sunt modulul elastic, respectiv plastic de
rezistentd. Constantele ry, 15, 73 sunt functii de tipul sectiunii transversale si de forta axialda de
compresiune. Coeficientii E;q, My, 11,175,753 sunt propusi de (Zubydan, 2010) iar expresiile lor
sunt detaliate in Anexa C.
Astfel, intr-un pas curent, eforturile sectionale se pot exprima:
(2.6)
M/ 1 = M; + dEy, El

N/\y = N; + deE,,EA
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Unde coeficientul ’j+1° se refera la pasul curent iar ’j’ la pasul anterior; E este modulul de
elasticitate initial, A, I sunt aria, respectiv momentul de inertie al sectiunii transversale; Ey,; este

modulul de elasticitate adimensional la pasul ’j’ care poate fi calculat conform Eq. (2.5).
2.4.2 Neliniaritatea geometrica

Structurile dezvoltd un comportament geometric neliniar, ca urmare a actiunii fortelor
exterioare. Considerarea in calcul a deplasérilor si rotirilor de marimi finite este foarte importanta
deoarece modificarea configuratiei geometrice a structurii afecteazd rigiditatea globald iar
mecanismul de cedare este dezvoltat ca urmare a pierderii stabilitatii structurii, si nu din
epuizarea capacitdtii portante. Prin urmare, pentru determinarea curbei reale de comportare a
structurii, incarcdrile exterioare nu pot fi aplicate intr-un singur pas, iar raspunsul neliniar trebuie
determinat printr-un proces incremental. Dupd cum a mai fost mentionat, neliniaritatea
geometrica se manifesta atat local (P-9), la nivel de element, cat si global (P-A), la nivelul intregii
structuri, Fig. 2.6. Neliniaritatea geometrica locala se manifesta la nivel de element, ca urmare a
actiunii fortelor axiale pe forma deformatad a barei; iar neliniaritea geometrica globald apare la
nivel de structurd si influenteaza rigiditatea laterald a structurii, ca urmare a modificarii
configuratiei geometrice a nodurilor structurii.

Pozitia
deformata

!
|
|
|
|
|
|
|
|

Pozitia /

nedeformata

Fig. 2.6 Efectul P-A si P-0

2.4.2.1 Efectul fortelor axiale asupra rigiditatii la incovoiere a barelor

Neliniaritatea geometrica locald se manifestd la nivel de element si are ca efect o
flexibilizare a barelor comprimate (Chiorean C. G., 2006). Efectul P-6 devine semnificativ in
cazul structurilor cu deplasari mari sau elemente de bard zvelte puternic comprimate. Powell
(2006) propune o metoda simplificata pentru considerarea acestui efect si anume subdivizarea
barei in mai multe elemente, transformand, astfel, efectul P-8 in P-A. Insd, aceastd tehnica
presupune un efort computational ridicat, cu cat numarul segmentelor/bara este mai mare. O alta
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tehnica abordata de diferiti cercetatori, In rezolvare ecuatiilor de echilibru, este cea propusa de
Livesley & Chandler (1956) definind asa numitele functii de stabilitate (Ecuatia 2.7) care intra in
expresia coeficientilor matricei de rigiditate a elementului, si care sunt actualizate la fiecare pas
de incarcare in functie de nivelul fortei axiale din bara.

( vsin(v) — v? cos(v)

tru N<O
= 2 — 2 cos(v) — v sin(v) pentru
1 v2 cosh(v) — v sinh(v)
; pentru N >0
2 — 2 cos(v) + vsin(v)
2 : (2.7)
v? — wvsin(v) U N <0
2 — 2 cos(v) — vsin(v) pentru
Cy = 4 . 2
vsinh(v) — v uN >0
2 —2cos(v) + vsin(v) pentrut

N . . .. .
unde v? = L2 - lar N este considerat pozitiv pentru compresiune.

Solutiile numerice obfinute cu ecuatiile (2.7) sunt nedeterminate cand forta axiala este
egald cu 0. Pentru a rezolva aceasta problema Lui si Chen (1986) au propus un set de expresii
pentru a aproxima functiile de stabilitate cand coeficientul de compresiune se afla intre —2.0 <
v < 2.0.

2m?q  (0.01q + 0.543) g* (0.004 q + 0.285) g*

=4
C1 + 15 44 q 8.183 + ¢ (2.8)
_,_mq (001q+0543)¢® (0.004q +0.285)q '
—_ N _— N = Uz
unde 1= Euler B @ B ;
L2

Ecuatiile (2.8) pot fi aplicate pentru elemente aflate in tensiune ( N pozitiv) sau compresiune ( N
negativ). Alte forme de exprimare a functiilor de stabilitate pot fi gasite in (Barsan G. , 1978).

2.4.2.2 Efectul global al neliniaritatii geometrice

Modificarea configuratiei geometrice a structurii induce tensiuni suplimentare in
elemente si poate afecta stabilitatea globald. Avand 1n vedere ca pozitia nodurilor structurii se
schimba la fiecare pas incremental, evalurea corectd a matricelor de rigiditate a elementelor,
precum si a fortelor neechilibrate sunt esentiale pentru determinarea raspunsului real al
structurii. Monitorizarea pozitiei structurii deformate poate deveni un proces dificil datorita
datelor care trebuiesc memorate, insd, odata cu dezvoltarea tehnologiei pe calculator, includerea
efectelor neliniaritatii geometrice globale intr-un program de calcul nu mai reprezintd o
problemd. Una din tehnicile cele mai cunoscute pentru considerarea efectului P-A este
formularea Lagrangiana, totala sau actualizati. In cazul formularii Lagrangiene totale, deplasarile
elementelor se calculeazd in raport cu configuratia nedeformata a structurii, care ramane fixa pe
toatd durata analizei. Aceastd metodd este usor de utilizat, insd se poate aplica in cazul
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deplasdrilor si rotirilor mici, nefiind capabila sd separe deplasarile naturale ale elementului de
cele de corp rigid (Wong & Tin-Loi, 1990). Formularea Lagrangiend actualizatd considera ca
sistem de referintd, pentru calcularea fortelor interioare si a deplasarilor incrementale, ultima
configuratie de echilibru geometrica a structurii. Prin urmare, la rezolvarea ecuatiilor de echilibru
fortele exterioare, care actioneaza pe element, se rotesc urmarind rotirile de corp rigid in timp ce
valoarea lor raimane neschimbata. (Yang, s.al., 2003).

Includerea in analiza a efectului neliniaritatii geometrice globale se poate face prin doua
metode astfel: translatarea matricei de rigiditate exprimatd in deformatiile barei, in functie de
deplasarile nodale printr-o transformare neliniard sau prin reactualizarea la fiecare etapa de calcul
a matricei de rotatie si exprimarea explicitd a conditiilor de echilibru (Chiorean C. G., 2006).

Reactualizarea configuratiei geometrice a structurii

Transformarea matricei de rigiditate din sistemul local in sistemul global de coordonate
se face prin intermediul matricelor de transformare, (Ecuatia 2.9), care contine cosinusii directori
ai axelor reperului local in raport cu axele sistemului global de referintd. Reactualizarea
configuratiei de echilibru, in timpul procesului de calcul, presupune recalcularea cosinusilor
directori, respectiv a lungimilor barelor. Astfel, matricea de rotatie va fi actualizata la fiecare pas
de incércare iar ecuatiile de echilibru vor fi exprimate pe forma deformata a structurii.

y Ml}(g’ /Xr
\ 9

T
M,

Fig. 2.7 Efectul global al neliniaritatii geometrice

[cos a —sina 0 0 0 0]

| sina cosa O 0 0 0]

]l o0 0 1 0 0 0|
R=] 0 0 0 cosa —sina O] (2.9)

[ 0 0 0 sina cosa OJ

0 0 0 0 0 1
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Matricea de rigiditate geometrica

In calculul elastic geometric neliniar, teoria deplasarilor mici nu mai poate fi aplicata. In
functie de nivelul de intensitate al fortelor exterioare, ca urmare a deformarii elementelor,
structura dezvolta deplasari si rotiri mari; prin urmare tratarea efectului neliniaritatii geometrice
globale este de maximad importantd. Pentru a se putea determina raspunsul real al structurii,
trebuie impuse conditiile de echilibru intre Incarcarile exterioare care actioneaza pe structurd si
fortele interne. Astfel, evaluarea corecta a deplasarilor incrementale si, implicit, a fortele interne
din nodurile elementelor finite, corespunzdtoare noii stari de deformatie a structurii, este
esentiald. Daca raspunsul structurii este monitorizat utilizind o metoda incremental-iterativa, in
interiorul unui pas de incarcare se efectueazd un numar necesar de iteratii pana la satisfacerea
unui criteriu de convergent, respectiv la disiparea integrali a fortelor neechilibrate. Insa, daca se
opteazd pentru o metoda simplu incrementald, in interiorul unui pas de incarcare, fortele
neechilibrate pe structura nu sunt integral disipate iar valoarea cumulata a acestora nu mai poate
fi neglijata deoarece va estima gresit capacitatea ultima de rezistenta a structurii. In acest caz, in
literatura de specialitate, se recomanda utilizarea matricei de rigiditate geometrica care introduce
eforturi suplimentare (forte axiale Ecuatia 2.10 sau forte axiale si tdietoare Ecuatia 2.11), ca
urmare a deplasarii laterale a structurii.

0 0 0 0 0 O
0 P 00 P 0
L L
o 0o o0 0 0 o
kp = 0 0 0 0 0 O (2.10)
0 P 0 0 P 0
L L
o0 0 0 0 0 o
[ ML'+M] ML+M] T
0 E 0 0 E 0
M; + M; P 0 M; + M; P 0
L2 L 12 L
_ 0 0 0 0 0 0
kp = M;+M M;+M (2.1D)
0 L 0 0 - L0
12 12
M; + M; P M; + M; P
—_— — 0 ———— - 0
L2 L 12 L
L0 0 0 0 0 0.

2.4.3 Efectul imperfectiunilor geometrice initiale

Indiferent de calitatea controlului la fabricatie si montaj, structurile metalice dezvolta
anumite tipuri de imperfectiuni care induc efecte secundare in comportamentul structurilor.
Primul cercetator care a studiat acest subiect a fost Koiter (1945) care a realizat ca, tocmai
prezenta acestor mici imperfectiuni geometrice initiale cauzeaza diferentele mari intre rezultatele
teoretice si experimentale. In consecinti, imperfectiunile geometrice initiale afecteaza stabilitatea
structurii si pot produce colapsul prematur (Galambos T. V., 1988), (Bazant & Cedolin, 2010).
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In literatura de specialitate sunt mentionate numeroase metode care trateazi efectul
imperfectinilor geometrice initiale (McNamee & Lu, 1972) , (Adman & Afra, 2007), (Kim &
Chen, 1996), (Gu & Chan, 2005), (Buonopane, 2008), (Liew, White, & Chen, 1994) si altii;
acestea fiind clasificate in doud categorii: imperfectiuni geometrice la nivelul elementelor
structurale si imperfectiuni generate de operatiunile de montaj, adica imperfectiunile geometrice
globale.

Imperfectiunile geometrice locale apar la nivel de element si se manifesta prin abaterea de
la rectiliniaritate, In urma procesului de fabricatie. Pentru elementele puternic comprimate, in
special, procesul de deformare si, ulterior, plastificare, in starea incarcata cu forte exterioare va fi
mai accelerat, avand in vedere ci elementul este incovoiat in starea initiald. In consecinta,
neglijarea lor in modelul de analiza poate duce la o scadere semnificativa a rigiditatii elementului
si, implicit, a capacitatii ultime de rezistenta.

Datorita tolerantelor de executie sau a metodelor de asamblare a elementelor, pozitionarea
perfect verticala a stalpilor pe santier nu va fi niciodatd posibila. Aceste imperfectiuni induc un
moment incovoietor suplimentar in elementele verticale, efect cunoscut sub numele de P-A, si
care afecteaza stabilitatea structurii, In special cele puternic comprimate si solicitate la forte
laterale. Bridge (1998) recomanda considerarea in analizd a doud tipuri de imperfectiuni
geometrice globale si anume: neverticalitatea uniformd a elementelor la nivel de structurd,
respectiv neverticalitatea stalpilor la un nivel considerat “critic”, Fig. 2.9.

Combinarea celor doua efecte, cel local si global, este un aspect abordat de Alvarenga &
Silveira in doua lucrari (2009a), (2009b) si care mentioneaza importanta ordinii includerii in
analiza a celor doua efecte, Fig. 2.8. Alvarenga & Silveira recomanda considerearea efectului
imperfectiunilor geometrice initiale locale in prima faza, avand in vedere ca aceste apar in timpul
procesului de fabricatie; iar apoi includerea efectului global care apare in timpul procesului de
asamblare. In caz contrar amplitudinea maximi nu este la mijlocul elementului deoarece se
roteste cu unghiul Ay/L.

":"u 1 -'!l._, i)
+ = &
efectul local + efectul global efectul global + efectul local (nu e recomandat)

Fig. 2.8 Combinarea efectului imperfectiunilor locale si globale (Alvarenga & Silveira, 2009b)

Pentru considerarea efectului imperfectiunilor geometrice initiale in analiza, in literatura
de specialitate sunt abordate diferite metode, dintre care cele mai utilizate sunt: modelarea
explicitd, modelarea deterministica, considerarea unui sistem virtual de forte laterale sau
includerea modulului de elasticitate tanget Et in matricea de rigiditate a elementului.

24-



Fig. 2.9 Imperfectiuni geometrice la nivel de structurd

Maleck (2001) efectueaza studii parametrice, utilizand cele trei metode, pentru evaluarea
efectului neverticalitatii stalpilor asupra comportamentului structurii si concluzioneaza faptul ca
modelarea imperfectiunilor geometrice globale utilizdind modulul de elasticitate tangent
supraestimeaza capacitatea ultima de rezistentd a structurii.

2.4.3.1 Includerea explicita a imperfectiunilor geometrice initiale

Metoda elementelor finite este una dintre cele mai frecvente metode utilizate pentru
modelarea cat mai fidela a structurilor. Geometria barei este inlocuita cu o retea de elemente
finite care reflecta cit mai exact forma reald. Modelarea imperfectiunilor geometrice initiale
presupune actualizarea pozitiei nodurilor elementelor finite, conform configuratiei “imperfecte”
ale barelor. Aceastd metoda este practici daci se cunoaste forma deformati a elementelor. In caz
contrar, este necesara efectuarea unor studii probabilistice pentru determinarea celei mai
defavorabile configuratii. Crearea unei subrutine care sa genereze diferite distributii si valori ale
imperfectiunilor initiale ar facilita surprinderea situatiei cea mai defavorabild, Insd majoritatea
programelor comerciale de analiza structurald nu ofera accesul la cod.

2.4.3.2 Modelarea determinista a imperfectiunilor geometrice initiale

Imperfectiunile geometrice initiale au o forma aleatoare in realitate (McNamee & Lu,
1972). De aceea, includerea in analiza a formei si sensului imperfectiunilor geometrice trebuie sa
conducd la efectele cele mai defavorabile pentru structura. Altfel, considerand directia gresita
ar avea un efect favorabil asupra rigiditatii elementelor la Incovoiere, vezi Fig. 2.10.

Normativele de proiectare (ECCS, SA, CSA) recomandd considerarea imperfectiunilor
geometrice locale, ca forma cea mai defavorabila, cea parabolicd avind o amplitudine maxima la
mijlocul elementului, insa nu se gasesc prescriptii privind includerea acestora intr-un model de
analizi. In literatura de specialitate se gisesc diferite tehnici pentru considerarea formei
sinusoidale in ecuatiile de echilibru (Kim & Chen, 1996), (Gu & Chan, 2005), (Buonopane,
2008).
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Fig. 2.10 Element de bara avind imperfectiuni geometrice inifiale

Principalul dezavantaj al acestei metode constd in dificultatea stabilirii sensului
imperfectiunilor geometrice initiale, in special pentru structuri spatiale de tip “dom” sau pentru
structuri neregulate. Astfel, pentru o structurd complexa, aplicarea imperfectiunilor geometrice
pe o directie poate sa conduca la deplasdri simetrice sau anti-simetrice ale colturilor opuse, astfel
ele ar trebui luate In considerarea separat. Pentru fiecare analizd se poate considera o singura
directie de aplicare, iar determinarea directiei care produce configuratia cea mai defavorabild ar
putea fi dificil de stabilit.

2.4.3.3 Conceptul cu forte laterale fictive
o la nivel de element

Modelul de analiza care include efectul imperfectiunilor geometrice initiale locale, prin
considerarea unor forte orizontale care actioneaza pe element, a fost propus de Liew si al. (1994),
si a fost preluat, ulterior, de diferiti cercetatori (Kim & Chen, 1996), (Chan, Huang, & Fang,
2005) la dezvoltarea metodelor de analiza statica neliniard a structurilor in cadre din otel. Metoda
presupune aplicarea unor forte orizontale suplimentare, uniform distribuite pe element sau o forta
concentratd in camp, Fig. 2.11. Intensitatea fortelor reprezintd un anumit procent din valoarea
fortele axiale care actioneaza pe structurd si se alege conform prescriptiilor codurilor de
proiectare.

Avantajul acestei metode este faptul cd permite utilizarea barelor drepte in modelul de
analiza. Totusi, dezavantajul principal al acestei metode constd in dificultatea alegerii intesitatii
fortelor laterale, care reprezinta un procent din forta axiala din stalpi, avand in vedere ca valoarea
lor este necunoscuta initial si care, deseori, pentru structuri complexe supuse la vant este greu de
evaluat (Chen & Kim, 1997).
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Fig. 2.11 Imperfectiuni locale modelate ca un sistem de forte orizontale

° la nivel de structura

Conceptul cu forte orizontale echivalente a apdrut in prescriptiile codurilor de proiectare
americane si canadiene (ECCS, 1984), (ECCS, 1991), (CSA, 1989, 1994), si, ulterior, a fost
preluat de diferiti cercetdtori (Liew J. Y., 1992), (Chan, Huang, & Fang, 2005) si are scopul de a
simula efectul imperfectiunilor geometrice initiale privind neverticalitatea elementelor structurii
la montaj, Fig. 2.12. Metoda presupune aplicarea unor forte laterale echivalente la fiecare nivel al
structurii. Intensitatea fortelor reprezintd un anumit procent din marimea fortele gravitationale
care actioneaza pe structura si se alege conform prescriptiilor codurilor de proiectare.

Un dezavantaj al metodei ar fi dificultatea alegerii directiei fortelor care poate fi un
proces dificil sau chiar imposibil (pentru structuri complexe), avand in vedere faptul ca acestea
trebuie sa reprezinte cazul cel mai defavorabil, la nivel global, iar pentru o analiza o singura
distributie a fortelor poate fi inclusa.

i P
HAO002(20) 4 1

| w1300 | w1500

Fig. 2.12 Metoda cu forte laterale fictive pentru imperfectiuni geometrice globale

2.4.3.4 Considerarea modului de elasticitate tangent Et

O metoda clasica si pragmatica pentru includerea imperfectiunilor geometrice initiale este
considerarea modulului de elasticitate tangent E; in expresia matricei de rigiditate. Pornind de la
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prescriptiile codului american AISC-LRFD pentru calcularea fortei axiale critice, Liew si al.
(1993b) au propus urmatoarele relatii pentru determinarea modulului de elasticitate tangent, care
tin cont si de efectul tensiunilor reziduale:

E, =E, N <039N,

N
E, = ~2.7243 -~ In (2.12)

p

N
N N> 039N,

unde Np este efortul axial plastic (N, = Ao,), o, reprezinta tensiunea corespunzatoarea curgerii
materialului, E este modulul de elasticitate iar N este efortul axial in element in pasul curent de
incdrcare.

Pentru a include si efectul imperfectiunilor geometrice intiale, Chen&Kim (1997),
modifica expresiile modulului de elasticitate tangent date de Column Research Council (CRC)
prin considerarea unui factor de reducere &;:

E{ = E&, N <O05N,
N N
E£=4E§i—<1—N—>, N > 0.5N, (2.13)
p

Ny

unde E; este modulul de elasticitate tangent redus, Np este efortul axial plastic (N, = Aa,), o,
reprezinta tensiunea corespunzatoarea curgerii materialului, E; este modulul de elasticitate
tangent iar N este efortul axial in element in pasul curent de incarcare.

Pentru un factor de reducere £=0.85, influenta imperfectiunilor geometrice initiale se poate
urmari in Fig. 2.13.

— CRE, By fird imperfecpium
E/E geometrice inijiale
-,
09| .,
(LR
77
LX)

5]
CRC, Ey cuw imperiectiuni

0.4 SCMICANICE inifiale

3

2t

LR}

[LX1]

a1 o2 0% 04 5 06 07 BE 0% 10 ¥

Fig. 2.13 Modul de elasticitate tangent cu si fara considerarea efectului imperfectiunilor geometrice initiale —
metoda CRC (Chen & Kim, 1997)
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Principalul avantaj al acestei metode constd in simplitatea includerii in modelul de
analiza, nefiind necesard determinarea directiilor imperfectiunilor geometrice initiale pentru
fiecare element, ceea ce pentru structuri spatiale poate fi un proces deosebit de dificil (Chen &
Kim, 1997).

2.4.4 Efectul incovoierii barei asupra rigiditatii axiale (scurtarea barei)

Consideram elementul de barad din Fig. 2.10 cu imperfectiuni geometrice locale, solicitat
la incovoiere cu compresiune axiald. Scurtarea totald a barei este y, si este definitd ca suma
deplasarilor axiale datorate efortului axial, 8y, si a deplasarilor din incovoiere, &y;:

Ye = Oy + Oy (2.14)

Unde: 6y = %

Om = %foL (Z_i:)z dx — %foL (%)2 dx

Ql q
R R

L-c e
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y
I Pozitia deformata
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M
_*
»
Configuratia initiald

Fig. 2.14 Elementul de bara incarcat
Inlocuind expresiile &y si 83, obtinem:

EA 6

N:TJ’e:EA (TN+Cb_Cb0) (2.15)

Pentru a rezolva ecuatiile de echilibru cu o metoda incrementala, (Oran, 1973) si (Chan &
Gu, 2000) determina matricea de rigiditate tangentd, utilizdnd derivata de ordinul al II-lea a
energiei potentiale totale, astfel:

_ 62H _ 6FL 6FL aq
B ou;du; B du; 0q Ju;

(2.16)

Facand operatiile, matricea de rigiditate tangenta rezulta:

229
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& G G1G,
ky = T c, + TH Cy 2H (217)
. .6
_Slm. C1 2H

Unde:

cp = b1(6; + 65)% + by (6, — 6;)?
Cpo = bvsfy(el —0,) + bvvfyz

Gy = ¢16; + c30; + cofy

Gy = c30; +¢16; — cofy
7.,'.2
H =55 +bi(0: + 6)% + b3(6: — 6))* + bysfy (6 — ;) + by £y’
by, by, bys, by, sunt functii de curburd iar cq, cg,¢), sunt derivatele functiilor ¢y, c,, ¢y ale caror
expresii sunt propuse de (Oran, 1973) si (Chan & Gu, 2000) si sunt date in Anexa A.

2.4.5 Efectul imperfectiunilor mecanice (tensiuni reziduale)

In timpul procesului de fabricatie al profilelor metalice, in sectiunea transversald apar
tensiuni suplimentare, ca urmare a dezvoltarii unor deformatii plastice suferite la procesul de
laminare, sudare sau deformare la rece. Aceste tensiuni, numite tensiuni reziduale, apar pe
element inainte de a fi Incdrcat cu forte exterioare si sunt autoechilibrate pe sectiunea
transversald. Szalai and Papp (2005) afirma ca, folosind acelasi proces de fabricatie, cel mai
important factor care influenteazd marimea si distributia tensiunilor reziduale este forma
profilului metalic. Astfel, pentru un profil I, procesul de racire are loc mai accelerat pentru
portiunile mai expuse la aer (talpi) si mai lent in zona conjeurilor. Studiile incepute de M.
Wilson, R.L. Brown (1935) si continuate pand in prezent au aratat cd marimea si distributia
tensiunilor reziduale 1n sectiunea transversala influenteaza comportarea profilelor metalice, in
special cele puternic comprimate. Procesul de plastificare al sectiunii transversale in starea
incdrcata cu forte exterioare va fi mai accelerat, avind 1n vedere ca in element existd deja unele
eforturi reziduale de compresiune. in consecinti, neglijarea lor in modelul de analiza poate duce
la o scadere semnificativa a rigiditatii elementului si, implicit, a capacitatii ultime de rezistenta.

Pentru a determina marimea si distributia tensiunilor reziduale in sectiunea transversala,
au fost efectuate numeroase cercetari experimentale in ultimii 60 (Huber & Beedle , 1954),
(Beedle & Tall, 1962), (Young, 1975), (Chen & Sohal, 1995), pe baza céarora au fost propuse
diferite modele de distributie pe Inaltimea sectiunii transversale (Galambos & Ketter, 1959),
(Young, 1975), (ECCS, 1984) si (Bild & Trahair , 1989), Fig. 2.15.
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Fig. 2.15 Model de distributie pe inaltimea sectiunii transversale. (a) Galambos&Ketter (1959), (b) Young, (1975),
(c) ECCS (1976), (d) Bild&Trahair (1989)

Tehnicile experimentale pentru determinarea distributiei tensiunilor reziduale sunt
costisitoare, necesitd mult timp, iar unele sunt si distructive. Odata cu dezvoltarea tehnologiei pe
calculator, numeroase modele numerice au fost propuse pentru simularea efectului tensiunilor
reziduale asupra comportamentului elementelor din otel, una din cele mai populare si precise
metode fiind bazate pe MEF. In literatura de specialitate sunt mentionate diferite cercetiri
numerice bazate pe modelarea in element finit (Gardner & Cruise, 2009), (Ban, Gang, Shi, &
Wang, 2013), (Shayan , 2013). Chiar daca rezultatele obtinute sunt in buna corelatie cu cele
experimentale, utilizarea unei metode bazate pe MEF presupune o analiza laborioasa deoarece
necesitd o discretizare rafinatd, datoritd fenomenului complex care trebuie surprins, ceea ce
implica un efort computational ridicat.

In cazul structurilor metalice in cadre, o metoda simplificatd pentru considerarea efectului
tensiunilor reziduale asupra capacitatii portante a elementelor este prin introducerea modulului
de elasticitate tangent in matricea de rigiditate (Tall, Huber, & Beedle, 1960), ((AISC), 1994),
(Chen & Lui, 1991), ( Kim, Han, Won, & Kang, 2014). Acest model ne da o solutie conservativa
si std la baza majoritatii metodelor de analizd staticd neliniard de ordinul al II-lea bazate pe
conceptul de articulatie plastica (Chen & Lui, 1992), (Liew, White, & Chen, 1993), (Chen &
Liew, 1994), (Kim & Chen, 1996). Pentru evaluarea modulului de elasticitate tangent Et, in
literatura de specialitate intalnim diferite relatii matematice care tin cont de starea de solicitare n
sectiunea transversald si de caracteristicile de material ale elementului, doua dintre cele mai des
utilizate sunt propuse de codul american AISC-LRFD (1993b) si de Column Research Council
(CRC) (Chen & Lui, 1991), Fig. 2.16. Diferenta principald dintre cele doud metode este faptul ca
prima formulare (LRFD) include in analiza si efectul imperfectiunilor geometrice initiale, iar a
doua (CRC) ia in considerare doar tensiunile reziduale.

Mai recent, Kim si al. (2014), propun noi expresii pentru determinarea modulului de
elasticitate tangent pentru profile I din otel, laminate la cald, solicitate la compresiune axiala,
considerand diferite distributii ale tensiunilor reziduale pe indltimea sectiunii transversale
(Galambos & Ketter, 1959), (ECCS, 1984), (Szalai & Papp, 2005), Fig. 2.15.
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Fig. 2.16 Modul de elasticitate tangent, conform AISC-LRFD si CRC

2.5 Integrarea efectelor neliniare ale conexiunilor semi-rigide

In cazul structurilor in cadre din metal, imbinarea intre grinda si stalp este considerati
perfect articulatd sau rigidd in majoritatea codurilor de proiectare. Astfel, daca pentru o
conexiune rigida unghiul intre elementele componente ale imbinarii rdimane neschimbat, in urma
deformarii, pentru o conexiune articulatd se permite rotire intre elementele componente (nu
existd transfer de moment incovoietor), Fig. 2.17. Insi, in realitate, nodurile sunt semi-rigide,
avind o comportare intre cele doud modele idealizate, si permite rotire cu transfer de moment
incovoietor. Simplificarea modului de comportare al conexiunilor in proiectarea curenta s-a
facut datoritd complexitatii fenomenului si accesului restrans la o metodd convenabila de
includere in analizd. Totusi, cercetdrile experimentale (Popov & Stephen, 1970), (Nader &
Astaneh, 1991), (Azizinamini & Radziminski, 1989) au dovedit cd conexiunile flexibile
influenteaza semnificativ distributia eforturilor si deformarea elementelor iar efectele lor trebuie
luate in considerare. Din acest motiv, numerosi cercetatori au fost preocupati de acest aspect,
efectuand cercetari numerice In doud directii principale, si anume: modelarea conexiunilor
flexibile utilizand softuri bazate pe MEF (Sherbourne & Bahaari, 1994), (Choi & Chung, 1996),
(Bursi & Jaspart, 1997), (Ahmed, Kishi, Matsuoka, & Komuro, 2001), (Citipitioglu, Haj-Ali , &
White, 2002) si altii, respectiv dezvoltarea unor modele matematice simplificate (Richard &
Abbott, 1975), (Colson & Louveau, 1983), (Lui & Chen, 1986), (Kishi & Chen, 1987a), (Al-
Bermani & Kitipornchai, 1992), (Aristizabal-Ochoa, 1997), (Chen W. F., 2000), (Chen & Kishi,
2011) si altii, care sa surprinda cat mai real comportamentul conexiunilor flexibile.

Fig. 2.17 Tipuri de conexiuni: (a) noduri articulate, (b) noduri rigide, (c) noduri semi-rigide
(Diaz, Marti, Victoria, & Querin, 2011)
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2.5.1 Metode analitice pentru modelarea conexiunilor flexibile
Curba de comportare M-®

In ultimele trei decenii, numeroase studii experimentale au fost efectuate pentru
determinarea curbelor M-® care descriu comportarea nodurilor (Johnston & Green, 1940),
(Kukreti & Murray, 1987), (Lipson, 1970), (Thompson, McKee, & Visintainer, 1970),
(Azizinamini, Bradburn, & Radziminski, 1985) si altii. Totusi, tehnicile experimentale sunt
costisitoare, necesitd mult timp si sunt distructive. Din acest motiv, o preocuparea a cercetatorilor
in domeniu a fost determinarea unor expresii matematice pentru trasarea curbelor M- ©, care sa
reflecte comportamentul real, pe baza rezultatelor experimentale (Richard & Abbott, 1975),
(Colson & Louveau, 1983), Ang&Morris (1984), (Lui & Chen, 1986), (Al-Bermani &
Kitipornchai, 1992). In literatura de specialitate sunt mentionate diferite modele matematice
pentru modelarea conexiunilor flexibile, dintre care amintim: modelul liniar (Kawashima &
Fujimoto, 1984), biliniar (Sivakumaran, 1988), triliniar (Stelmack, Marley, & Gerstle, 1986),
(Gerstle, 1988), polinomial (Frye & Morris, 1975), modelul Bounding line, modelul Power
(Colson & Louveau, 1983), (Kishi & Chen, 1987a), (King & Chen, 1993), modelul Ramberg-
Osgood (Ramberg & Osgood, 1943), modelul Richard-Abbott (Richard & Abbott, 1975) sau
modelul exponential Chen-Lui (Lui & Chen, 1986), (Lui & Chen, 1988).

In Fig. 2.18 sunt prezentate citeva dintre metodele cele mai utilizate: modelul Power
(Colson & Louveau, 1983), (Kishi & Chen, 1987a), Ramberg & Osgood (Ramberg & Osgood,
1943), Richard & Abbott (Richard & Abbott, 1975) unde: Ry; este rigiditatea initiald, Rj
rigiditatea conexiunii, M,, momentul incovoietor capabil al conexiunii, n factorul de forma, M,
moment incovoietor de referintd, 6, rotirea relativa, 8, rotirea de referintd, Ry, rigiditatea
conexiunii la reconsolidare, (KM), si 6, sunt constante care definesc familia de curbe, K este un
factor adimensional care depinde de tipul si geometria conexiunii semi-rigide. Se poate observa
influenta factorului de forma asupra curbei de comportare M-®, astfel pentru o valoarea mai
mare obtinem o conexiune mai rigidd. Avantajul acestor metode constd in eficienta procedeului
si simplitatea includerii intr-un program de calcul, avand in vedere numarul mic de parametri
necesar pentru evaluarea rigiditatii conexiunii (trei sau patru). De asemenea, aceste procedee
returneazd o valoare pozitiva a rigiditatii conexiunii, ceea ce previne aparitia unor rigiditati
negative nedorite.
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Fig. 2.18 Modele matematice ale conexiunilor semirigide. (a) (Colson & Louveau, 1983), (b) (Kishi & Chen,
1987a), (c) (Ramberg & Osgood, 1943), (d) (Richard & Abbott, 1975)

Integrarea efectului conexiunilor flexibile in expresia matricei de rigiditate

Modelarea conexiunilor flexibile se face prin introducerea unui resort de rotatie de
dimensiune 0, intre grinda si stalp, Fig. 2.19. Efectele fortei axiale si al fortei tdietoare sunt
neglijate in analiza, fiind foarte mici comparativ cu cel cauzat de momentul incovoietor. in
literatura de specialitate sunt mentionate numeroase aborddri pentru includerea efectelor
conexiunilor flexibile in matricea de rigiditate tangentd si vectorul fortelor nodale echivalente
(Monforton & Wu, 1963), (Chen & Lui, 1992), (Liew, White, & Chen, 1993a), (Liew, White, &
Chen, 1993b), (Kim & Choi, 2001), (Barsan & Chiorean, 1999), (Chiorean C. G., 2009) si altii.
In continure vor fi descrise doud modele des utilizate.
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Fig. 2.19 Element de bara cu conexiuni flexibile

Modelul Chen & Lui (1992)

Se considera elementul de bara cu conexiuni semi-rigide din Fig. 2.19, supus la
incovoiere cu efort axial. Prezenta resorturilor de rotatie introduc rotiri relative la capetele barei,
01, 0, care pot fi exprimate, in functie de rigiditatile tangente ale conexiunilor, astfel:

M; M;

0, =——:; 0,;
Tt Rktl s

=— 2.18
] Rktj ( )

Relatia incrementald moment-rotire pentru un element de bara cu conexiuni flexibile se poate
exprima astfel:

El M; M;
M; =—35ii (eni - —) +Sij | Onj —5—
L Ry Ry (2.19)

Unde S;;, S;;,Sj; se calculeaza in functie de modelul de formare al articulatiei plastice. Astfel,
daca avem o comportare elasto-perfect plastica:
Si=Sjj=¢
S, =, (2.20)
Unde ¢4, respectiv ¢, sunt functiile de stabilitate dezvoltate in Anexa A.
Daca se considera plastificarea graduala pe indltimea sectiunii, se folosesc functiile propuse de
(Liew, White, & Chen, 1993b):

c
Sii = [Cl —a(l - ®J):| @[

c3 (2.21)
Sjj = [C1 - C—Z(l - (Z)i)] 9;
1
Sij = 0i9jc;
Astfel, ecuatiile (2.19) se pot scrie:
Ed .
Mi = == SiOni + 5;j0n;

E,l (2.22)

* * * ~ L
Unde S, §;j, S;; au urmdtoarele expresii:
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. ES;S;; EJSH\ .
Sii=<5ii+ LRH -”_LR = | /R
ktj ktj
E.S;S;; E.IS% 2.23
S* = i St e/ tiVij /R* ( )
7 LRyti LRy
Sij = Sij/R”

Unde

2 2
RY = (H%)(H%)_(E) _Si
LRy LRy L/ RytiRyej

Conform relatiilor prezentate, se poate exprima ecuatia incrementald de echilibru pentru un
element de bard cu conexiuni semi-rigide tinand cont de efectul plastificdrii graduale, astfel:

N EI A/l 0 O0]ru
Mi[=—| 0 Sy Si [eni] (2.24)
M; 0 S5 S5|LOnj

iy vjj

Modelul Chiorean (2009)

Modelul abordat in teza, pentru includerea efectelor conexiunilor semirigide este cel
propus de Chiorean (2009). In continuare va fi prezentat, succint, procedeul pentru determinarea
matricei de rigiditate tangenta si a vectorului fortelor nodale echivalente, urmand ca in Subcap.
4.2.9 sa fie prezentat in detaliu.

Daca consideram elementul de bara cu conexiuni flexibile, solicitat la Incovoiere cu efort
axial, conform Fig. 2.19, relatia incrementald forta-deplasare poate fi scrisa:

AS(le) = ksem(ZxZ)Aun(le) + AQS(em(Zacl) (2.25)
Unde kg, S1 Aggen, sunt matricea de rigiditate tangenta si vectorul fortelor nodale echivalente
pentru un element cu conexiuni flexibile si care pot fi exprimate:

-1
ksem(ZxZ) = [kr(ZxZ) - kr(2x2) (kr(ZxZ) + ksc(ZxZ)) kr(ZxZ)] (2 26)

-1
A(Isem(le) = AQeq(2xl) - kr(2x2) (kr(ZxZ) + ksc(ZxZ)) AQeq(2x1) (227)

Unde k, si Aq,, reprezintd matricea de rigiditate tangenta si vectorul forfelor nodale echivalente
pentru un element cu conexiuni rigide; kg, reprezintd matricea de rigiditate a conexiunilor semi-

rigide care poate fi exprimatd ks, = diag (R,icy, R,{y) unde R,icy, R,]('y sunt rigiditatile conexiunilor

(1343

si “j”. Matricea de rigiditate  Kgepm(2x2) NU

311
1

pentru axa principala de inertie pentru nodurile
include GDL corespunzator fortei axiale, el fiind adaugat, ulterior, pentru a rezulta o matrice de
rigiditate de 3x3 pentru un element in plan.
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2.5.2 Modelarea conexiunilor flexibile utilizaind MEF

Ca urmare a dezvoltarii tehnologiei pe calculator din ultimii ani, softurile de modelare
bazate pe MEF au devenit foarte populare. Discretizarea rafinata a structurilor permite studiul,
cu maxima acuratete, a efectelor conexiunilor semi-rigide.

Incercari timpurii de a studia comportamentul nodurilor metalice utilizind MEF sunt
mentionate la Inceputul anilor 1970. Bose si al. (1972) dezvolta un model 2D care tine cont de
efectul plastificarii, reconsolidarea materialului si flambaj. Apoi in anul 1976, Krishnamurthy &
Graddy (1976) a studiat nodurile cu suruburi si placa de capat utilizdnd modele 2D si 3D cu
elemente finite. Avand in vedere efortul computationat ridicat pentru analiza unor modele 3D,
Krishnamurthy & Graddy incearca sa coreleze cele douda modele astfel incat comportamentul
nodurilor 3D si poati fi prezis din analizele 2D. In ultimele trei decenii, sunt efectuate
numeroase cercetari numerice bazate pe modele 3D, pentru a surprinde cat mai corect
comportamentul real al conexiunilor flexibile (Sherbourne & Bahaari, 1994), (Choi & Chung,
1996), (Bursi & Jaspart, 1997), (Ahmed, Kishi, Matsuoka, & Komuro, 2001), (Citipitioglu, Haj-
Ali , & White, 2002) si altii. Comportamentul nodurilor cu corniere pe télpile grinzii a fost
studiat de Ahmed si colab. in 2001 (Ahmed, Kishi, Matsuoka, & Komuro, 2001) printr-o analiza
3D care modeleaza contactul cu frecare Coulomb intre elementele imbindrii. Forta de
pretensionare este introdusd in pasul initial al analizei. Pentru calibrarea modelului, rezultatele
obtinute au fost comparate cu rezultatele obtinute cu modelul Kishi-Chen (1990) si cele
experimentale din literatura de specialitate (Azizinamini & Radziminski, 1989), toate trei fiind in
foarte buna corelatie. Un alt model 3D a fost dezvoltat de Citipitioglu si al. (2002) pentru a studia
nodurile cu corniere pe talpile si inima grinzii, luand in considerare efectele de frecare si
alunecare intre elementele aflate in contact. De asemenea, este propusda o metodda pentru
modelarea suruburilor pretensionate. Rezultatele obtinute au fost comparate cu cele
experimentale (Azizinamini & Radziminski, 1989), iar in unele situatii se constatd diferente de
pana la 25% asupra curbei de capacitate M-®, provenite din modelarea fortelor de pretensionare.
Efectul comportarii conexiunilor flexibile cu placa de capat a fost studiat intensiv de Sherbourne
& Bahaari (Sherbourne & Bahaari, 1994), (Bahaari & Sherbourne, 1994), (Bahaari &
Sherbourne, 1997b), (Sherbourne & Bahaari, 1997a) utilizand programul de element finit Ansys
(ANSYS, 2004).

Chiar daca analizele bazate pe MEF s-au dovedit a fi capabile de a reda comportamentul
conexiunilor semi-rigide cu maxima acuratete, presupun un efort computational ridicat datorita
necesitatii unei discretizari fine a elementelor componente. Din acest motiv, extinderea
modelului de calcul la nivel de structura este limitata.

2.6 Metode de determinare a solutiei in calculul neliniar al structurilor

in practica curenta, structurile se proiecteaza in domeniul liniar-elastic. In realitate, ins3,
structurile manifestd un comportament neliniar, ca urmare a solicitarii fortelor exterioare. In
ultimii ani, proiectarea structurilor pe “verticald” a cunoscut o dezvoltare semnificativa, astfel
evaluarea gresita a capacitatii ultime de rezistentd a intregului sistem structural poate conduce la
solutii dezavantajoase din punct de vedere economic sau structural. Prin urmare, pentru
determinarea modului de cedare al structurii, prin evidentierea curbei de capacitate complete
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incluzand combinatia de incarcari care produc colapsul structurii, incarcarile exterioare nu pot fi
aplicate intr-un singur pas, iar raspunsul neliniar trebuie determinat printr-un proces incremental

sau incremental-iterativ.

In functie de parametrul ales ca variabili de control a solutiei sistemului neliniar,
metodele de rezolvare a sistemului de ecuatii de echilibru pot fi clasificate astfel, Fig. 2.20:

Metode cu control in forte — presupune aplicarea unor incremente de incarcare si
rezolvarea ecuatiilor de echilibru avand ca necunoscutd deplasarea. Aceasta
tehnica poate conduce la instabilitati numerice in apropierea unor incarcari ce
produc colapsul local sau global al structurii, datorita singularitatii matricei de
rigiditate. Dezavantajul metodei este incapabilitatea de a surprinde comportarea
postcriticd a structurii, si nici efectele de “Snap-Back™ sau “Snap-Through”.
Metode cu control in deplasari — presupune aplicarea unor deplasari incrementale
si determinarea fortelor exterioare ce produc starea deformatd. Metoda poate
surprinde raspunsul structurii dupa atingerea incarcarii limite, precum si efectul de
“Snap-Through” produs de cedarea locald a unor elemente.

Metode cu control in lungimea de arc (forte si deplasari) — este un procedeu mai
complex de determinarea a solutiei (Riks, 1979), (Crisfield, 1981) care presupune
rezolvarea ecuatiilor de echilibru prin incarcarea structurii cu o combinatie de
forte si deplasari. Metoda poate surprinde cu maxima precizie efectele de “Snap-
Back” sau “Snap-Through”.

(a) (b) (c)
| Py P

S RESR .
- e N D o ! -
Lo - I Lo ek ¢

ktl - L ST I 1{ k4 g /1
[ ) . Py P s A
k. Jar ) ki | P /‘ . "

y, / A / s Snap-Through
J i Snap-Through / o
T B A T8 .
/ ."'I : . i Snap-Back

u u u

Fig. 2.20 Metode incrementale cu diferiti parametri de control

In functie de modul de rezolvare a ecuatiilor de echilibru in interiorul unui pas de

incdrcare, metodele de analiza neliniard se pot imparti in modele simplu incrementale, respectiv

incremental iterative si vor fi prezentate, in mod succint, in cele ce urmeaza.

2.6.1 Metode incrementale

Metodele incrementale presupun alegerea unor pasi de incdrcare pentru forte sau
deplasari, pe parcursul carora raspunsul structurii se considera liniar, pand se ajunge la nivelul de
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incarcare dorit (metoda pasilor controlati de incarcari) sau la limita de deformabilitate stabilita
(metoda pasilor controlati de deplasari) (Chiorean C. G., 2006).

Una dintre cele mai utilizate metode este metoda simplu incrementald, denumitd si
metoda Euler, Fig. 2.21, si care presupune rezolvarea urmatoarei ecuatii, pentru un pas de
incarcare:

{AP;} = [Ki] {Au;} (2.28)

Apoi, raspunsul structurii, la sfarsitul unui pas de incércare, poate fi evaluat astfel:

(P} ={Pi_1} + {AP}
{u} = {wi—1} + {Auy} (2.29)

Unde {u;_q}, {Pi_1} si {w;}, {P;} sunt vectorii deplasarilor nodurilor barelor si al fortelor

13118

interioare pentru pasii de incarcare “i-1”, respectiv “1”; [K;] este matricea de rigiditate evaluata la
pasul “1”.

In calculul simplu incremental, fortele neechilibrate nu sunt disipate integral in interiorul
unui pas de incarcare. Prin urmare, o metoda pentru reducerea abaterii de la curba reald consta in

alegerea unor incremente de incarcare mai mici.

Solutia
APrOXIMEAnvA

AP

S : :

Ay

Fig. 2.21 Metoda simplu-incrementala

2.6.2 Metode incremental — iterative

Metode mai eficiente pentru evaluarea raspunsului neliniar al structurilor sunt cele
incremental iterative. Deosebirea fatd de cele simplu incrementale constd in efectuarea unor
iteratii, In interiorul fiecdrui pas de incarcare, pana la satisfacerea unui criteriu de convergenta,
respectiv la disiparea integrala a fortelor neechilibrate. Astfel, vectorul deplasérilor nodurilor
barelor, la sfarsitul unui pas de incarcare, poate fi evaluat (McGuire, Gallagher, & Ziemian,
2000):

mi
() = () + ) () (2.30)
=1
Unde mi este numarul de iteratii impus.
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Vectorul deplasarilor incrementale la sfarsitul fiecarei iteratii, In interiorul unui pas de
incdrcare, poate fi evaluat rezolvand sistemul de ecuatii liniare:

[k/7'] {8} = {aP/} + {R]7") (2.31)

Unde [Kij _1] este matricea de rigiditate evaluata la iteratia “j-17, {Auf } este vectorul deplasirilor

(1342

incrementale la iteratia “j”, iar {Rl] _1} este vectorul fortelor neechilibrate care rrepezinta
diferenta dintre fortele exterioare aplicate pe structura si cele interioare si poate fi evaluat astfel:

R =P} +{F/ ) (2.32)
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Cap. 3 Calculul geometric neliniar al barelor cu sectiune variabila

3.1 Introducere

Datorita rezistentei, a modului facil de asamblare si a perioadei scurte de finalizare, halele
si structurile metalice in general, au cunoscut o dezvoltare exponentiala in ultimii ani, 1n special
in tarile industriale dezvoltate din Europa si Statele Unite. Avand in vedere progresele
semnificative facute in industria siderurgica, prin utilizarea unor oteluri de naltd rezistenta,
reducerea sectiunilor elementelor a devenit posibilad. Totusi, numeroase studii aratd ca elementele
zvelte cu sectiune constantd sunt susceptibile de a-si pierde stabilitatea laterald. Pentru a evita
flambajul barelor s-a dovedit ca utilizarea unor elemente cu sectiune variabild poate Imbunatatii
stabilitatea structurii si, In acelasi timp, se reduce greutatea totala a structurii datorita
eficientizarii consumului de material (Baptista AM, 1998), (Fraser, 1983), (Galambos T. V.,
1988).

Chiar daca prezintd aceste avantaje, utilizarea elementelor cu sectiune variabild este foarte
dificila, avand in vedere lipsa informatiilor in majoritatea codurilor de proiectare (Boissonnade
N., 2005).

3.2 Modele numerice pentru analiza elementelor cu sectiune variabila — stadiu actual

In ultimele decenii, comportamentul structural al elementelor cu sectiune variabild a
devenit subiect de interes pentru multi cercetatori (Pantel, 1976), (Brown, 1981), (Ermopoulos J.
, 1986), (Ermopoulos J. , 1988), (Ermopoulos JC, 1985), (Yang & Yau, 1987), (Krudoski BL,
1981), (Bradford & Cuk, 1988), (Trahai, 1993), (Polyzois & Qing, 1993), (Polyzois &
Raftoyiannis, 1998), (Tong GS, 2003), (Andrade & Camotim, 2005), (Dinis, 2007) , si altii.

Una din primele tehnici de analizd propuse este divizarea barelor neprismatice in
elemente cu sectiune constantd (prismatice) (Timoshenko & Young, 1965), (Wang C. , 1967),
insd aceastd abordare este cunoscutd ca fiind ineficienta (Li & Li, 2002). Pentru analiza
stabilitatii elementelor neprismatice solicitate axial, solutii exacte sunt propuse in (Bleich, 1952)
si (Timoshenko & Gere, 1961) prin rezolvarea ecuatiilor diferentiale de stabilitate, insa aceste
solutii analitice sunt aplicabile doar pentru anumite functii de variatie a momentului de inertie.

Evaluarea numericd a coeficientilor de rigiditate pentru bare drepte cu sectiune variabila,
tinand cont de efectele de ordinul al II-lea, a fost abordatd in (Pantel, 1976) utilizdnd teoria
ecuatiilor integrale de tip Volterra. Tot in (Pantel, 1976), s-a determinat, In mod analitic,
incdrcdrile axiale critice de pierdere a stabilitatii pentru bare drepte cu sectiune variabild si
rasucire naturald nula avand diferite conditii de rezemare.

O altd abordare mentionata este tratarea barelor cu sectiune variabild ca bare prismatice si
introducerea unor coeficienti de corectie (Tochacek, 1995), (Baptista AM, 1998), (Sapalas &
Kvedaras, 2000).

Pentru determinarea matricei de rigiditate si a fortei axiale critice a elementului cu
sectiune variabila, 1n literatura de specialitate sunt propuse numeroase modele numerice:
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modificarea matricei de rigiditate pentru a tine cont de variatia sectiunii transversale in lungul
elementului (EI-Mezaini, Balkaya, & Citipitioglu, 1991), (Balkaya, 2001); metoda elementelor
finite (Yang & Yau, 1987), (Bradford & Cuk, 1988), (Ronagh, Bradford, & Attard, 2000),
(Polyzois & Qing, 1993), (Polyzois & Raftoyiannis, 1998), (Kim & Kim, 2000), (Boissonnade
N., 2005), (Yau, 2006), (Shooshtari & Khajavi, 2010); metode variationale iterative (He, 2000),
(He, 2000), (J.H.He, 2007); metoda elementelor de frontiera (Al-Gahtani, 1996); abordari bazate
pe functiile Bessel (Banerjee, 1986), (Gere & Carter, 1962); metoda diferentelor finite
(Girijavallabhan , 1969), (Iremonger, 1980), (Brown, 1981), (AL-Shareef, 2013); tehnici prin
integrare directa (Just, 1977), (Kitipornchai & Trahair, 1972), (Kitipornchai & Trahair, 1975),
(Karabalis & Beskos, 1983), (Bazeos & Karabalis, 2006), (Biondi & Caddemi, 2007); dezvoltare
in serii de puteri (Dube GP, 1996), (Eisenberger , 1995), (Li & Li, 2002), (LiJ. L., 2003), (Al-
Sadder, 2004), (Hadidi, Azar, & Marand, 2014), (Asgarian, Soltani, & Mohri, 2013).; inversarea
matricei de flexibilitate (Frieman Z, 1992), (Eisenberger M., 1985), (Eisenberg, 1991); abordarea
Lagrangiani actualizatd (Rajasekaran, 1994); metoda elementelor finite (Bathe K. , 1982). Insa,
aceste metode prezintd unele limitari privind includerea efectului fortei axiale si/sau efectul
deformatiilor de lunecare, a imperfectiunilor initiale geometrice, incapabilitatea de a evidentia
functiile de stabilitate, odata ce matricea de rigiditate a fost determinata prin inversarea matricei
de flexibilitate, sau presupun un efort computational mare.

Totusi, se cunoaste ca stalpii sunt elemente structurale supuse la forte axiale de
compresiune si momente incovoietoare. Cat timp fortele axiale nu ating valori importante,
efectul lor asupra rigidititii la incovoiere poate fi neglijat. Insi, cand fortele axiale ajung
deosebit de mari, pentru a nu se supraestima rigiditatea si stabilitatea elementelor structurale,
efectul acestora trebuie introdus in expresia matricei de rigiditate si in stabilirea relatiilor forta-
deplasare la nivel de element. In literatura de specialitate sunt propuse diferite tehnici (Banerjee,
1986), (Gere & Carter, 1962), (Dube GP, 1996) pentru a lua in considerare efectul fortei axiale
insd aceste abordari neglijeazd efectul fortei taietoare asupra deformatiilor barei, a
imperfectiunilor geometrice initiale, a incarcarilor aplicate pe bara. De asemenea, majoritatea
formularilor amintite mai sus propus solutii doar pentru cazuri particulare ale variatiei
geometrice in lungul elementului.

Efectul deformatiilor de lunecare este mentionat, In mod special, la analiza vibratiilor
libere ale barelor si s-a demonstrat, pentru studiul modurilor superioare de vibratie, ca modelul
Timoshenko-Euler conduce, in general, la rezultate mai exacte (Shen, 1991), spre deosebire de
modelul clasic Bernoulli-Euler. Apoi, efectul deformatiilor de lunecare a fost inclus in
numeroase cercetdri ale barelor cu sectiune variabild la vibratii libere (Cleghorn WL, 1992),
(Frieman Z, 1992), (To C. , 1981), insa in aceste studii se ignord efectul fortelor axiale asupra
rigiditatii elementelor (efectul neliniaritatii geometrice). Pentru a include efectul deformatiilor de
lunecare, Al-Sarraf (1986) porneste de la functiile de stabilitate propuse in (Kassimali, 1983),
(Oran, 1973), (Oran & Kassimali, 1976) pentru bare cu sectiune constanta. Apoi, aceste functii
de stabilitate sunt adaptate pentru barele cu sectiune variabild ( AL-Damerchi, 1999), (Al-Farouk
, AL-Sarraf, & Yossif, 2007). in 2005, Al-Fadul (Al-Fadul, 2005) propune un nou model bazat
pe metoda diferentelor finite pentru evaluarea functiilor de stabilitate care includ efectul
deformatiilor de lunecare pentru bare cu sectiune variabila. Efectul deformatiilor de lunecare a
fost studiat intensiv de Sapountzakis si al. utilizand metoda elementelor de frontierd (boundary
element method) (Sapountzakis & Mokos, 2007), (Sapountzakis & Panagos, 2008),
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(Sapountzakis & Kampitsis, 2011) sau de alti autori utilizand metoda elementelor finite (Li & Li,
2000) ( Lee & Guo-Qiang, 2004), (He, Liu, & Chun, 2013). Pornind de la principiul ca
deformatiile de lunecare s-a dovedit a avea o influenta semnificativa asupra comportamentului
elementelor prismatice cu profil I (Li & Shen, 1998), Lisi Li (Li & Li, 2002) include acest efect,
precum si al fortei axiale, in exprimarea ecuatiei de echilibru a barelor cu sectiune variabila.
Pentru a determina matricea de rigiditate Li & Li rezolva ecuatia diferentiald de ordinul al II-lea
cu coeficienti variabili, avand ca necunoascutd deplasarea, prin dezvoltare in serii de puteri. Cu
toate acestea efectul imperfectiunilor geometrice initiale si al incarcarilor aplicate in lungul
elementului sunt neglijate in analizele mentionate.

Elementul de bard cu sectiune variabila studiat de numerosi cercetatori este un model
idealizat. In realitate, indiferent de calitatea procesului de fabricatie, profilele metalice dezvolta
anumite imperfectiuni. Primul cercetdtor care a abordat acest subiect a fost Koiter (Koiter, 1945)
care a realizat cd, tocmai prezenta acestor mici imperfectiuni geometrice initiale cauzeaza
diferentele mari intre rezultatele teoretice si experimentale. In consecintd, imperfectiunile
geometrice initiale afecteaza stabilitatea structurii si pot produce colapsul prematur (Galambos T.
V., 1988), (BaZant & Cedolin, 2010). Pentru a obtine rezultate céit mai apropiate de realitate,
efectul acestor imperfectiuni asupra comportamentului barelor cu sectiune variabila a fost studiat
de numerosi cercetatori (Dowling, Harding, Bjorhovde, & Martinez-Romero, 2005), (Nagy &
Cristutiu, 2010), (Muntean & Cristutiu, 2010), (Raftoyiannis & Ermopoulos, 2005). in 2005,
Raftoyiannis (Raftoyiannis & Ermopoulos, 2005) studiaza stabilitatea elementelor neprismatice
cu imperfectiuni geometrice initiale solicitate la compresiune excentrica in domeniul elastic si
determind pentru un caz particular de variatie a sectiunii in lungul elementului o solutie analitica
exactd a ecuatiei diferentiale de echilibru in calculul geometric neliniar. Majoritatea acestor
tehnici sunt bazate pe MEF iar, dupd cunostintele noastre, in literatura de specialitate, nu sunt
formulate modele care sa trateze cazul general al calculului geometric neliniar al barelor cu
sectiune variabild ludnd 1n considerare efectul combinat al deformatiilor de lunecare, al
imperfectiunilor geometrice initiale, precum si cel al fortelor aplicate in cuprinsul barelor.

3.2.1 Rezolvarea ecuatiei diferentiale de echilibru cu coeficienti variabili - prin dezvoltare
in serii de puteri avand ca necunoscuta deplasarea

In decursul anilor multi cercetitori au propus diferite formuliri numerice bazate pe
rezolvarea ecuatiilor diferentiale de echilibru cu necunoscuta in deplasare prin dezvoltarea in
serii de puteri pentru a studia comportamentul structural al elementelor neprismatice. Unii dintre
el s-au axat pe studiul flambajului prin incovoiere sau torsiune (Asgarian B., 2011), (Soltani,
Asgarian, & Mobhri, 2014), (Al-Sadder, 2004), (Li & Li, 2002), (Zeinali, Jamali, & Musician,
2013) iar altii s-au concentrate pe analiza problemei de vibratii libere (Soltani, Asgarian, &
Mohri, 2014), (Gupta, 1986), (Wekezer, 1989), (Dube GP, 1996).

Pentru a determina matricea de rigiditate a barei cu sectiune variabila, Li si al. (Li & Li,
2002), (Li J. L., 2003), (Li & Li, 2007) rezolva ecuatia diferentiala de ordinul al II-lea cu
coeficienti variabili utilizdnd polinoamele Cebisev. Ecuatia de echilibru a elementului de bara
Timoshenko-Euler tine cont de efectul fortei axiale, al deformatiilor din forta tdietoare si de
efectele de ordinul al II-lea. Aceastd tehnicd, desi este practicd in analiza avansata, fiind mai
putin consumatoare de timp, nu tine cont de Incarcarile uniform distribuite pe bara si de efectul
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a(@)y" =BEONLY —=NL?y= BE)L* Q1 — L*(My— Q1 L) (3.2)

Utilizand polinoamele Cebisev, functiile y (), a(¢), B (&) pot fi aproximate astfel:

M
YO = Y yuf"
M

= ) ant" (3.3)

n=0

BEO = ) But”
n=0

Inlocuind ecuatiile (3.3) in ecuatia (3.2) ne rezulti urmatoarea ecuatie de echilibru:

M
[Za(n+2_l)(n+1 l)Yn+2 l]f —NL z [zgl(n-l_l l)}’n+1 l]‘f -

n=0Li=0

NI z yné™ = 120, z Buf™ — 1My + 130, (3.4)
n=0 n=0

Respectand principiul conform caruia coeficientii termenilor cu aceeasi putere trebuie sa fie egali
de ambele parti in ecuatia (3.4) se deduce relatia de recurentd pentru n > 2:

Yni2 =

n
NL Y Bin+ 1= Dynerci + N 2y + Qi

=0

(3.5)
[z ain+2—-i)n+1—0Dypa- l” Jao(n+2)(n+1)

Avand in vedere faptul ca functiile a(x), 8(x) sunt cunoscute si seriile a,, respectiv S,
pot fi determinate, din ecuatia (3.5) rezultd ca orice termen din seria y, (n =4) poate fi
exprimat ca o combinatie liniard de y,, y1, V2, V3 Si Q1.

Impunand conditiile de rezemare avem:

Pentrué =0 (x = 0) y(0) = y,=0
y'(0) =y, = %(91 —#1(0)) (3.6)
Pentru¢ =1 (x=L)
() = Dy =cya s+ Cays +6ay = 8,— 6, (3.7)

n=0
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M

| L Q
y'(1) = Z NYn = CsY1 + CY2 + €73 + CgQ1 = v (92 G Awl(l))

n=0

Unde c; —cg sunt coeficienti constanti care se pot determina iar in functie de numarul de
termeni ales in exprimarea polinoamelor Cebisev se poate atinge gradul de acuratete dorit pentru
matricea de rigiditate.

Daca exprimam relatia de recurentd (3.5) pentru n = 0 si n = 1 rezultd ecuatiile:
Pentrun =0 200y, — NLBoy: — NL2yy = L2Q1 o — L* M, (3.8)
Pentrun =1 6a0y3 + 221y, — NL(2Boy, + B1y1) — NL2yy = L2Q1 1 + L2 Q4 (3.9)

care impreund cu relatiile (3.6) si (3.7) formeaza un sistem de ecuatii din care rezultd M, si Q;.
Pentru a determina necunoscutele M, si @, se scriu ecuatiile de echilibru pe bara:

¢+ 0:=0 (3.10)
M2+M1_QlL_N(52_ 61)=0 (3.11)

Avand calculate toate necunoscutele, matricea de rigiditate poate fi deteminatd din relatia:
[k1{6} = {f} (3.12)

unde:
{5} = [51: 01, 52: 92]T

{f} = [Qll er QZI MZ]T
Iar matricea de rigiditate are urmatoarea expresie:

b1 b b b
I S S S

K1=1 6, —¢, b1 -5 (3.13)
—b, b5 b b

Unde expresiile ¢p; —¢q sunt date in (Li & Li, 2002).

3.2.1.2 Modelul Al-Sadder (Al-Sadder, 2004)

Pentru a determina functiile de stabilitate pentru un element neprismatic solicitat la forta
axiala, Al-Sadder (2004) porneste de la ecuatia diferentiald de ordinul al IV-lea cu necunoscuta
deplasarea transversala:
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il (AP WL 3.14
dx? ) dx? dx? (3.14)

Ca si In modelul Li & Li (2002), prezentat mai sus, elementul se raporteaza la sistemul local de
referintd incluzand si deplasarile de corp rigid. In acest model efectul deformatiilor de lunecare
transversale este neglijat in stabilirea relatiilor de echilibru.

ON . X
Daca inlocuim § =

T si trecem relatia (3.14) la formd adimensionald rezulta ecuatia:

1 d? d2y> N d%y

EZEEE <E7(E)EEE_ +'ZEEEE'= 0 (3'15)

Care mai poate fi scrisa astfel:

d2

d? NI? d?
y) + Y (3.16)

E déZ

azz <1(f) az?

Pogrifia deformati Vi

F

Pozijm matiali

- L -
Fig. 3.2 Eforturile si deplasarile in sistemul local pentru elementul de bara neprismatic.Modelul Al — Sadder (2004)

Daca exprimam functiile 1(§) si y(€) in serii de puteri de forma:

M
=) g
n;IO

(3.17)
y(©O =) ané"
n=0
si le Inlocuim in ecuatia de echilibru (3.16) ne rezulta urmatoarea expresie:
M M M
d? ‘ on n NI? n
i Zln £ Z(n+2)(n+1)an+zf +T2(n+2)(n+1)an+zf —0  (3.18)
n=0 n=0 n=0
Dupa ce efectudm inmultirile celor doud sume ne rezulta relatia de recurenta pentru n > 4:
n+2
- 1 Zz* FA—i)(n+3—i L (3.19)
Antsa = IO*(n + 4)(7’1 + 3) - i (n l)(n l) Anta-i E An+2 .
i=
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Se observa din relatia (3.19) ca orice termen (n = 4) se poate scrie ca o combinatie liniard de
patru constante a,, a,, a,, az care se pot determina impunand conditiile de rezemare:

Pentrué =0 (x=0)

y(0) =V, (3.20)

% _ 9, = %Z_? 3.21)
Pentrué =1 (x=1L)

y(1) = Vg (3.22)

% _ g, = %Z_? (3.23)

Astfel constantele a,, a,, a,, a; au forma:

ag ="V, (3.24)

a, = L6, (3.25)

@z =~ YAV ~ Vi~ 1631~ 7, (D[LOg — L6,} (3:26)
1

a3 = {ya(DVp — Va = L8] — ya(D[LOs — LOL]} (3.27)

Unde
K= y,(1) y3(1) — y3(1) y,(1)

Tar functiile y; (€),y,(&),y3(&),y,(&) sunt date in (Al-Sadder, 2004).

Avand cunoscute constantele ag, a, a,, as, se poate determina functia y(§) si apoi ecuatia
momentului incovoietor in sectiunea ¢:

2y EIQd’y _ EIE)

x2 12 d& 2
si impunand conditiile:

d
M(x) = —EI(0) 5 yi'©ag +yi (ar +y5(©az +yi' (Das  (3.28)

M, = —M(0)
My = ()M (329)
rezulta:
My = S {140 = D10 + s (D05 — ()] (330)
2EI
My = 224 W) Y40 — 74D YD) = 7 Dy + 5 Dy (D16

Vg =V,
+ [y (a1 = 74 (D) 7 (D165 — [y D 7D - 7 ) yy) 22} GV

Dacid scriem ecuatiile de echilibru pentru bara din Fig. 3.2, tinand cont de deplasarile din forta
taietoare:
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El — .
M, = TB [sleA +5C0; — (S, +5C) =2 - A] (3.32)
Elg [— N
Mg = TB [sceA + 5,05 — (S, +5C) = - A] (3.33)
si le echivalam cu relatiile (3.30), (3.31) ne rezulta expresiile pentru S;, S,, SC:
21
Sy = 21 [ya() = ys(D)] (3.34)
B
1
$2 = £ [y3Wya(D) = 34/ (1) y5 ()] (3.35)
— 21 1
SC = K—I;ﬂ(l) = 2 [y (W ya(D) = ¥ (D) y3' (D) = 34 (D y3 (D) + y4' Dy (D)] (3.36)

unde S;,S,, SC sunt functiile de stabilitate.
3.2.2 Modelarea elementelor cu sectiune variabila utilizand MEF

Odata cu dezvoltarea tehnologiei pe calculator, metoda elementelor finite a devenit una
dintre cele mai frecvente metode utilizate pentru modelarea cat mai fidela a elementelor cu
sectiune variabila. Astfel, geometria barei este inlocuitd cu o retea de elemente finite care
reflectd cat mai exact forma reald. Dificultatea procedeului consta in alegerea tipului (geometriei)
elementului finit astfel incat ecuatiile de echilibru si compatibilitate la contactul dintre elemente
sa fie satisfacute. Printre elementele finite utilizate pentru discretizarea barelor amintim
elementele prismatice (Lee, Morrell, & Ketter, 1972) sau elementele trapezoidale (Gallagher,
1975), (Karabalis & Beskos, 1983), (Chan S. , 1990), (Bradford & Cuk, 1988).

Metoda elementelor finite a fost utilizatd pentru determinarea matricei de rigiditate a
elementului (Bathe K. , 1982), (Karabalis & Beskos, 1983) si in evaluarea raspunsului barelor cu
sectiune variabild la pierderea stabilitdtii sau vibratii (Bradford & Cuk, 1988), (Ronagh,
Bradford, & Attard, 2000). Bazandu-se pe ipotezele lui Vlasov si Wagner, Wekezer (1985)
foloseste elemente de placd de tip membrana pentru studiul la flambaj al barelor cu pereti subtiri
iar pentru considerarea deformatiilor mari adopta formularea Lagrangiana totala. in 1987 Yang si
Yau (1987) propun un element finit care ia In considerare si efectul torsiunii neuniforme iar
modificarea configuratiei geometrice a nodurilor este surprinsd in baza formularii Lagrangiane
actualizate. Bradford & Cuk (1988) studiaza cedarea la flambaj prin incovoiere cu rasucire in
domeniul elastic al barelor cu sectiune variabila I utilizind MEF. Simplificarea care o introduce
Bradford in formularea propusa este cuplarea torsiunii si Incovoierii prin adoptarea axei arbitrare
de rasucire la jumatatea inaltimii inimii. Ronagh si colab. (2000), (Ronagh, Bradford, & Attard,
2000) propun un model numeric bazat pe folosirea in forma variationald a energiei potentiale
totale pentru analiza la echilibru in domeniul neliniar si stabilitate a barelor. Polyzois si al.
considerd un element cu sectiune variabild ca o bara prismatica avand sectiunea transversald
corespunzatoare capatului cu rigiditate mica si aplicd niste coeficienti de corectie lungimii barei
(Polyzois & Qing, 1993), (Polyzois & Raftoyiannis, 1998). Kim si al. (Kim & Kim, 2000)
determind energia potentiald si cinematica utilizdnd principiul lucrului mecanic virtual,
introducand parametrii de deplasare definiti la o axa arbitrara si tinand cont de rotatiile finite
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semitangentiale de ordinul al II-lea. Apoi in 2006 Yau (Yau, 2006) propune un model de element
finit pentru analiza la flambaj a barelor neprismatice supuse la torsiune. In formularea expresiilor
matricilor de rigiditate elasticd si geometricd Yau include efectele de ordinul II ale torsiunii
neuniforme si a momentelor de distorsiune. Mai recent, Shooshtari & Khajavi (2010) propun o
formulare bazata pe doud ipoteze, eliminarea deplasarilor de corp rigid si gasirea unor functii de
interpolare a deformatiilor in locul unor functii de forma.

Metoda elementelor finite presupune impartirea structurii in elemente finite cu forma
geometricd simpld. Chiar daca este consideratd o “metoda exactda”, precizia de calcul implica o
discretizare fina a elementelor structurale ceea ce conduce la un efort computational ridicat.

3.3 Analiza barelor cu sectiune variabila: modelul simplificat

In acest subcapitol se prezintd un model practic pentru analiza neliniard a barelor cu
sectiune variabila. Procedeul presupune exprimarea relatiei incrementale forta-deplasare la nivel
de element pornind de la formula Maxwell-Mohr de calcul a deplasdrii generalizate la capetele
elementului AJ; v din aplicarea unei forte generalizate AN. Simplificarea introdusa consta in

evaluarea momentului incovoietor din calcul geometric neliniar in lungul elementului ca si
pentru barele prismatice prin intermediul functiilor de stabilitate, dar in a caror exprimare se
considerd un coeficient de compresiune mediu. determinat tinand cont de raportul sectiunilor de
la capetele elementului. Prin inversarea relatiilor incrementale deplasare-forta se va obtine relatia
incrementald forta-deplasare cu evidentierea matricei de rigiditate incrementald si a vectorului
fortelor nodale echivalente. Fortele aplicate in lungul barei sunt transformate in forte echivalente
la nodurile de capat ale barei, neintervenind in expresia matricei de rigiditate (Chiorean C. G.,
2009), (Chiorean C. G., 2015). Acest procedeu este eficient si asa cum se va demonstra In
continuare prin comparatii cu metodele exacte acoperd un spectru larg din situatiile intalnite in
practica curenta, principala limitare fiind gradul de variatie a sectiunilor transversale ale barelor.
Considerand bara din Fig. 3.3 raportata la sistemul de coordonate de baza si incarcata cu
fortele de capat pe directiile gradelor de libertate retinute (AM;, 4M;), luand in considerare doar
deformatiile de incovoiere, rotirile la cele doua capete ale barei pot fi exprimate astfel:

l_j@AMI(x) AM" (x)

AG, = . dx
. O0AM,  El(x)
(3.37)
L 1 /4
AD. ZJ-@AM (x)AM (x)dx
73 eaM,  El(x)
sau sub forma matricela:
GAM'(x) 8AM](x)
A0 4 e, [P W Tamz [ 1 T
Aur{w_,]_{ aAMI(X){ EI(x) dx_{ 0AM ' (x) {El(x)}[AM ()i (3.38)
O0AM OAM

unde cu indice superior (/) si (/) s-a marcat momentul incovoietor obtinut din calculul de ordinul
I, respectiv din calculul de ordinul /7 (efectul fortei axiale asupra momentelor incovoietoare). Se
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mentioneaza faptul cd in prezenta formulare cuplajul eforturilor de incovoire cu cel axial este
ignorat si de asemenea efectul deformatiilor de lunecare provenite din actiunea fortelor tdietoare
nu este luat In considerare. Detalii cu privire la modalitatea de includere a acestui efect in relatia
forta-deplasare si sistematizari de detaliu cu privire la aceastd formulare sunt date in lucrarile
(Chiorean C. G., 2015), (Buru & Chiorean, 2015), (Chiorean & Marchis, 2016).

d

"
fTr4addFFaFrrErtrrtradrdaddrbrrtrrrtrtrtrdadadafifarrrttrraee

T _
| X ) *

Ak T1e) warishi]

Fig. 3.3 Elementul de bara in sistemul de coordonate de baza. Modelul simplificat

In cazul particular al barei cu sectiune constanta (EI(x)=EI), incircate cu fortd uniform
distribuitad, momentele incovoietoare din calculul de ordinul 7 si ordinul /7 pot fi exprimate in

functie de momentele incovoietoare de la capetele elementului (AM;, AM;) astfel (Chiorean C. G.,
2015):

AM!(x) = AM; (%_ 1) X dal x(x )+ fLm®N _ «x

LT T2 I\l oL (3.39)
[ 1_x 1
sinv (2—(— 1) sinvi—c AqI? | cos V(E_ Z) |

AM'(x) = AM; ——=—=+ AM; — + — | -1l (3.40)
sinv sinv v |l cos%v J|

Relatia (3.38) intre deplasarile (Au, ) si eforturile sectionale nodale (As, = [AMl. AM ].]T) mai
poate fi exprimatd prin intermediul matricei de flexibilitate (f. ) si a vectorului deplasarilor

nodale provenite din incarcarile uniform distribuite in lungul barei (8, ), sub formd matriceala

condensata astfel:

Au, =fAs, +8, (3.41)
sau sub forma explicitd ce va evidentia forma matricei de flexibilitate in calculul de ordinul al II-
lea a barei cu sectiune variabila, astfel:

0

X ; X . X
AB, L Z—l 1 smv(L 1j smvz AM,
= _ _ dx +39,
AO; X | EI(&) sinv sinv AM ; (3.42)
L

f mattricea de flexibilitate

Facand notatia x=&/L, relatia (3.42) se poate exprima sub forma matriceala condensatd, astfel:
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AG 1lon Bd M, 5

unde matricea de flexibilitate a elementului reprezentat in sistemul coordonatelor de baza este:

1
f. =[b'f,Bd& (3.44)
0

unde
b=[1-¢ ¢]
B [sin v(E-1) sin vf}

sinv sinv

e

1
8, =[f,Qbd&
0

1
AL Cosv(z_fj fLa*AP
Q: > iy -1 +ﬁ51nﬂ'§
|4 COSE T =V

Relatia incrementald forta-deplasare la nivel de element raportat la sistemul coordonatelor de
baza poate fi stabilita prin inversarea relatiei (3.44).

. . N . . .
Coeficientul de compresiune este v = L /F’ fiind constant pe durata unui pas incremental.
©®

Pentru calculul coeficientului de compresiune mediu v, se propun doud variante: prima implica
calcularea coeficientului de compresiune in functie de valoare maxima, respectiv minima a
momentului de inertie in lungul elementului, utilizind urmatoarea relatie: v, = @ Vo + (1 —

A)Viinim unde Vg = L /EI:M S Vim = L /EIZM. Pentru a obtine rezultate cu precizie
satisfacatoare, in urma efectuarii unor studii, se recomanda utilizarea unui coeficient a cuprins
intre 0.3 51 0.5.

A doua metoda presupune determinarea momentului de inertie mediu si, apoi, evaluarea

coeficientului de compresiune mediu astfel: v,,, = L ’% unde
L L I(x)
ElL, =) Elyndx=Ely [ ——d
m fo (x) X 0 fo Io X

Sau scrisd sub forma adimensionald: El,, = ElyL [ 01 Ijﬁ dé.
0

Astfel, coeficientul de compresiune mediu mai poate fi exprimat:

unde I,,, poate fi evaluat utilizdnd o metoda de integrare numerica.
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3.4 Analiza barelor cu sectiune variabili: modelul exact

Relatia incrementald forta-deplasare la nivel de element se va determina pornind de la
formula Maxwell-Mohr de calcul a deplasarii generalizate la capetele elementului Ad; 4y din
aplicarea unei forte generalizate AN, urmand apoi o sistematizare a rezultatelor in forma

matriceald si evidentiind 1n acest fel in prima faza relatia incrementald deplasare-fortda, matricea
de flexibilitate a elementului si vectorul deplasarilor rezultate din incarcarile aplicate in lungul
barei. In aplicarea relatiei Maxwell-Mohr, momentele incovoietoare din lungul barei, in calcul
geometric neliniar, vor fi obtinute prin integrarea ecuatiei diferentiale de echilibru a barei
considerand ca si necunoscutd principald momentul incovoietor. Prin inversarea relatiei
deplasare-forta se va obtine relatia incrementald fortd-deplasare cu evidentierea matricei de
rigiditate incrementald si a vectorului fortelor nodale echivalente (Chiorean C. G., 2015).

Pentru exemplificarea acestui procedeu se considera bara din Fig. 3.3, raportatd la
sistemul de coordonate de baza si incarcata cu fortele de capat pe directiile gradelor de libertate
retinute (AM;, AM;) neludndu-se in considerare gradul de libertate asociat deplasarii axiale. in
cazul aplicarii unor forte in lungul elementului aceste forte sunt transformate in forte echivalente
la nodurile de capat ale barei, neintervenind in expresia matricei de rigiditate (Chiorean C. G.,
2009), (Chiorean C. G., 2015). Astfel, cu notatiile din Fig. 3.3, luand in considerare doar
deformatiile de incovoiere, rotirile la cele doua capete ale barei pot fi exprimate astfel:

LoAM " (x) AM" (x)

Agf:! o, EI)
L OAM ) AM" (x) (3.46)
A0, = ! o, &) dx
sau sub forma matricela:
OAM' (x) oAM' (x)
[a6] 1 eam, | AM"(x) L _f oM, 1 i
A“f{wj}‘{ oa'(x) !W} } ann' (s e ol oA
OAM OAM

unde cu indice superior (/) si (//) s-a marcat momentul incovoietor obtinut din calculul de ordinul
1, respectiv din calculul de ordinul /7 (efectul fortei axiale asupra momentelor incovoietoare). Se
mentioneaza faptul cd in prezenta formulare cuplajul eforturilor de incovoire cu cel axial este
ignorat si de asemenea efectul deformatiilor de lunecare provenite din actiunea fortelor tdietoare
nu este detaliat in dezvolarea relatiilor de mai jos. Efectul deformatiilor de lunecare poate fi
inclus 1n relatiilr forta-deplasare urmand formularea data in (Chiorean & Marchis, 2016).

Relatia (3.47) intre deplasarile (Au, ) si eforturile sectionale nodale (As, = [AM ;. AM ].]T) mai
poate fi exprimatd prin intermediul matricei de flexibilitate (f. ) si a vectorului deplasarilor
nodale provenite din incércarile uniform distribuite in lungul barei (8, ), sub formd matriceala

condensata astfel:
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Au, =f As_+0, (3.48)
Prin inversarea relatiei de mai sus se obtine relatia incrementald fortd-deplasare la nivel de
element evidentiindu-se matricea de rigiditate si vectorul fortelor nodale echivalente.

Mentionam faptul cd in cazul in care bara este cu sectiune variabila, intr-un calul geometric
neliniar, momentul incovoietor, intr-o sectiune curentd “x” a barei, nu mai poate fi determinat
cu exactitate, intrucat ecuatia diferentiald de echilibru devine una neliniard cu coeficienti variabili
(modulul de rigiditate la incovoiere EI variaza in lungul barei) si o solutie analiticad a acestei
ecuatii este, in general, greu de obtinut, in unele situatii chiar imposibil, cautandu-se o solutie
numericd, dar care sd pastreze caracterul general al formuldrii (Chiorean C. G., 2006), (Chiorean

’

C. G., 2015). Prin urmare, in cele ce urmeaza se descrie succint un model propus de autorul
lucrarii pentru evaluarea numericd a momentului incovoietor in calculul geometric neliniar
(considerarea efectului fortei axiale de compresiune sau intindere in exprimarea conditiilor de
echilibru la nivel de element) pentru cazul barelor cu sectiune variabila. Considerand un element
de bara Bernoulli-Euler cu sectiune variabild supus la o incarcare uniform distribuita, Fig. 3.3,
ecuatia diferentiald de echilibru, tindnd cont de efectele combinate ale fortei axiale de
compresiune si a imperfectiunilor geometrice initiale, poate fi scrisd astfel, evidentiind ca si
necunoscuta principald momentul incovoietor:

d*M(x)  M(x) . d’y,
+N -N =—
dx? EIx)  ax? | (3.49a)

unde yo este deplasarea cauzatd de imperfectiunile geometrice initiale, M(x) si N(x) este
momentul Incovoietor, respectiv forta axiald in sectiunea “x” a barei, EI(x) este rigiditatea barei
in sectiunea “x” iar ¢ este incdrcare uniform distribuitd pe bard. Rezolvarea ecuatiei diferentiale
definitd mai sus se bazeaza pe tehnica seriilor de puteri asa cum va fi detaliat in cele ce urmeaza.
Trebuie mentionat faptul ca ecuatia (3.49a) defineste echilibrul elementului considerdnd bara
incdrcata cu fortele totale (momentul incovoietor M, forta axiala N, incdrcarea uniform distribuitd
q). Ecuatia diferentiald incrementald se obtine prin particularizarea ecuatiei de mai sus astfel
(Chiorean & Marchis, 2016):

d’AM(x)  AM(x)
e Ve M (3.49b)

Dupa cum se poate observa, forma incrementald de echilibru nu include expresiile
imperfectiunilor geometrice §i prin urmare acest efect nu va fi inclus nici in expresia momentelor
incovoietoare incrementale utilizate in deducerea relatiilor incrementale forta-deplasare asa
cum a fost prezentat mai sus. Pentru includerea efectului imperfectiunilor geometrice initiale in
analiza la nivel de element se aplica un procedeu predictor-corector detaliat in (Chiorean &
Marchis, 2016).
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3.4.1 Includerea efectelor din imperfectiunile geometrice initiale

Modelarea imperfectiunilor geometrice initiale se face adoptand o forma sinusoidala
avand o amplitudine initiala de f,L la mijlocul deschiderii, Fig. 3.4. Prin urmare, deplasarea totala
in lungul elementului are urmatoarea expresie:

Y=Yu+Xo (3.50)

Fig. 3.4 Element de bard avind imperfectiuni geometrice inifiale

unde yus si yp sunt deplasarile cauzate de fortele exterioare (momente incovoietoare si fortd
axiald), respectiv de imperfectiunile geometrice initiale. Folosind dezvoltarea in serii de puteri
Taylor, deplasarea suplimentara provenita din imperfectiunile geometrice initiale poate fi
introdusa in ecuatia diferentiala de echilibru sub urmatoarea forma:

o0 7D( n
=f L = (3.51)
ro=r A5 %)
unde
n-1 1 _
B, = {(—1) 2 ] pentrun impar
0 pentrun par

3.4.2 Determinarea matricei de rigiditate si a vectorului fortelor nodale echivalente

In cele ce urmeazi se detaliaza metoda propusd pentru rezolvarea ecuatiei diferentiale (3.49a),
cazul ecuatiei diferentiale incrementale (3.49b) urmeazd acelasi procedeu cu deosebirea ca
termenii asociati imperfectiunilor geometrice intiale nu vor fi inclusi in rezolvare.

Introducand notatia &=x/L, relatia (3.49) se trece la o forma adimensionala, astfel:

d*M(&) .
EI(§) 3 + NIZM(§) + NEI(§)(fyLn? sin(né)) = —q L2EI(§) (3.52)

Rezolvarea ecuatiei diferentiale de ordinul al Il-lea se face prin exprimarea principalelor

necunoscute 1n serii de puteri cu introducerea urmatoarele notatii:
NTF

a(©) = EI) = ) apé"
NTF ne (3.53)

M@ = ) mye"
n=0

-55-



NTF

sin(ng) = ) fu(m)"
n=0

unde a,, m, sunt constante iar NTF este numarul de termeni in functia polinomiala.
Inlocuind ecuatiile (3.53) in ecuatia (3.52) si efectuand inmultirea seriilor obtinem:

NTF n NTH
Z gn-<2ai(n+2 —Dn+1-1) 'mn+2—i>+NL2 zmnfn +

n=o =0 NTF n NTF n=0 (354)
+Nfyln® ) & (2 aiﬁn_l-(mn-f) = g2 ) "
n=0 i=0 n=0

Tinant cont de principiul ca coeficientii factorilor § cu aceeasi putere trebuie sa fie egali in
ambele parti ale ecuatiei (3.54) avem:

(2aymy) + NL?mgy + NfyLn? ag By (m)° = —qL?> @y pentrun =0 (3.55a)
n
(n+2)(n+ Dagmp,, + z ai(n+2-DMm+1-D)myyp; + N> my + (3.55b)
=1
+NfyLm? z a;Bp_i (Mt = —ql?a, pentrun > 1
i=0
Din ecuatia (3.55b) putem deduce formula de recurentd pentru m, astfel:
— —qlfa, =X, a;(n+2 =)+ 1 =) myy,; — NL>my, — NfyLn? ¥ e, (m)"" (3.56)

n+2)(n+ Da,

Utilizadnd ecuatia (3.62), solutia generala a momentului incovoietor M(¢) poate fi exprimata in
functie de 3 constante (mg, m;, my) si patru functii (M7 (&), M3(&), M3(&), qms)), dupa cum

urmeaza:

M(&) = meM;(§) + miM;(§) + meM3(§) + q-m(§) (3.57)
Stim ca :
NTF

ME) = ) mag™ = mo £ +my £ +my §2 4 ms £ 4 my £ s €4k g e
n=0

M(f)=m050+m1fl+mzfz+63

—ql?a; — 2a; my — NL2m; — Nfyn?(aofimt + alﬁono)] N

3-2-a
e [—quaz =3 2ay my — 2a, my — NL> my — Nfyn®(aof,n* + a, f " + azﬂono)] N
4-3-ay,
15 [—qL2a3 —4-3a, my — 320, my — 2a3my, — NL2my — Nfyn?(aoBsn® + ayfom? + ayfymt + a3ﬁon°)] (3.58b)
5:4-a
e [—qua4 —5-4a, mg—4-3a, my — 3203 m3 — 2a, M,
6:5-q
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n —NL?my — Nfym?(aoBurt® + a; B3m® + ay fm? + a3yt + ayfom®) n
6:5-a,

sau dacd rearanjam ecuatia (3.58b) avem:

ME) = me&®+m G +y3 8+ & +ys &+ +

(3.59)
+my (24 v P v v )+ (B E+ LT+ 487+ )

unde

_ -2 = Dyian-i —NLYuo) =1 y.= 0 v.= —NL?
Yn n (Tl _ 1) a, 71 » Y2 , V3 3.2 @,
Vv, = _Z?:_;i(i ~Dwi An-i) = 2 An-2) ~ NL® Vin-2) v =0 v=1, v3 = —Za
n n(n—1a, ©o * 2 * 3T 3.2,

_ L2 _yn-1;:ci _ DA ] —NLZA —N L 2yn-2 . . )n—z—i (360)

1 = qL™ A p—z) i=3 l(l ) i A(n—-i) (n-2) fy U i=0 alﬂn—Z—z(T[
=

nn—1)a

—ql?a; — NfyLn®(apfim* + a;Bom®)
3 * 2 ao

2.1=0, AZ=O, A3=

Dacad echivalam relatiile (3.57) cu (3.65) ne rezultd functiile Mj (%), M3 (%), M3(%), q_m(§),
astfel:

Mi(§) =¢%=1
M;©E) = &' +y3 83 +ya & +ys & + - +ywre EVTF
M3(E) = €2 +v3 &% 4 vy &4+ vg €5 + -+ vypp EVTF 3.61)

gm(&) = 2383+ 2, E* + A5 &5 + -+ Aypp EVTF

Pentru a determina constantele my, m; , m, se pun conditiile:
(2agmy) + NL>my = —q I? a,

Mi = M(0) =mg- 1 (3.62)
Mj =M(1) = myM;(1) + m;M;(1) + my;M;3(1) + q_m(1)

iar dupd rearanjarea ecuatiilor rezulta:

—qL? ay— NL?>m, [-NL? —q L? a ] )
{ my= —————— @ = Mi 2 + o = My + Mjhay + P23
my = Mi
NLZ | . . 2 (3.63)
Too M3 (D) ~ M (D) 1 —am(D) + L w31
my l (D) + Mj [M;(l)] + M; (D) W11 + Mjpip + P53

unde pentru simplificarea calculului s-au introdus urmatoarele notatii:
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( _ =N N _—qL?a
{| » Y1 = 2—% s Yo =05 Pz = W 2 e
| EMO-MO g gm@+ L M) '
klpll - M;(l) ) ll]12 - M;(l) ) 1!113 - M;(l)
Ecuatia (3.57) a momentului incovoietor in sectiunea curenta § devine:
M) = MiM;(§) + (Miyy + Mjy; +P13) M3 () + (3.65)
+(Mi sy + Mj o +1P3) M3(E) + q_m(§) '
sau dupa rearanjarea termenilor:
M(§) = Mi[M{(§) + Y11 M3(E) + P21 M3()] + Mj [12 M3(E) + ¥y M5(8)] +
+ [g-m(§) + P13 M3(§) + a3 M3(S)] (3.66)

Cu aceasta expresie a momentului Incovoietor relatia (3.46), ce stabileste relatia deplasare-forta
pentru elementul de bara, devine:

[ (MO + Py M3 + iy M3©) (1= ) [ (M3 + Py M3(©) - (1= O ]
” 1G] « | © |
o)t e e
; 1 1 .
j E1(0)| f(M{(E) + Py M) + Py M3(D) - ¢ de f(wlz M;(E) + Wy, M3(8)) - € " I Mj
63 1® |
L ® Iy 0 Iy ] (3.67)
1 .
If f (4m(©) + s M3(D) + a5 M3(D) - (1 — &) dg’]l
I 1€ |
Lt Io Iy I
1
oy 1 (am@ + pis M@ + 9o M) ¢ |
I f 1G] &
[ o To) |

sau exprimata in forma matriceald condensata:

(2]
01 - 0 st Mj r ( . )

b=[1-¢ ¢]
B=|(M; (&) +yu M)+ M(&) (yiuMs(&)+ M (&)

S

1
8, =[f,Qbd&
0

unde

Q=g+ v isM3(E) + v ()

Relatia forta-deplasare se stabileste prin inversarea relatiei de mai sus rezultdnd expresiile pentru
coeficientii matricei de rigiditate, precum si vectorul fortelor nodale echivalente:
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1
Vezo =7 (Mithas + Mj Y12 +1h13) (3.73)

Sau

" [Mi <% M;(1) - %Mf(1)> + Mj qz? + (M50 - _ZqZ,Tz(l))]

Vo = M (D) (3.74)

V=1 = qL = Ve=o

3.5 Integrarea functiilor neliniare

Odatd cu cresterea performantei calculatoarelor, utilizarea si Imbundtdtirea metodelor
numerice au devenit subiect de interes pentru multi cercetdtori. De-alungul anilor au fost
dezvoltate numeroase aplicatii pentru rezolvarea problemelor matematice intalnite in practica.
Totusi, utilizarea inteligenta a produselor software performante implica intelegerea in profunzime
a metodelor numerice. Astfel, pentru obtinerea unor rezultate cat mai apropiate de solutiile exacte
ale problemei studiate, utilizarea algoritmului numeric sa fie optima.

Pentru evaluarea integralelor unor functii, in literatura de specialitate sunt mentionate
numeroase metode numerice dintre care, pentru analizele cu element finit, trei sunt mai des
utilizate si anume cuadratura Newton-Cotes, cuadratura Gauss-Legendre respectiv Gauss-
Lobatto. Cuadratura Newton-Cotes utilizeazd pentru aproximarea functiei f(x) polinoamele de
interpolare Lagrange. Punctele de integrare sunt echidistante si includ capetele intervalului. Ca si
cazuri particulare ale cuadraturii  Newton-Cotes amintim formula trapezelor, regula 1/3,
respectiv 3/8 a lui Simpson. Cuadratura Newton-Cotes este folositd cu precadere la analize
neliniare (Bathe K.-J. , 1996). Spre deosebire de metoda Newton-Cotes, la cuadraturile Gauss-
Legendre si Gauss-Lobatto pasul de integrare nu mai este considerat constant iar punctele de
diviziune reprezintd radacinile unor polinoame ortoganale Legendre. Aceste metode reduc
eroarea de integrare printr-o alegere optimizata a retelei de puncte de integrare. Metodele Gauss-
Legendre si Gauss-Lobatto sunt mai eficiente la analizele structurilor in element finit (Bathe K.-
J.,1996).

In Anexa D sunt prezentate trei dintre aceste metode si anume: regula 3/8 a lui Simpson si
cuadraturile Gauss-Legendre si Gauss Lobatto.

Pentru evaluarea coeficientilor matricelor caracteristice deduse in sectiunea anterioara se
propune utlizarea metodei de cuadratura Gauss-Lobatto Intrucat necesitd un numar de puncte de
integrare optimizat si, spre deosebire de metoda Gauss-Legendre, prevede puncte de integrare si
la capetele elementului.

3.6 Studii numerice pentru calibrarea modelului numeric propus

Pentru a verifica eficienta si acuratetea modelului de calcul sunt efectuate diferite teste
numerice privind convergenta metodelor de integrare respectiv alegerea numarului adecvat de
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termeni in functia polinomiald. Pentru evaluarea absciselor si ponderilor, in cazul cuadraturilor
Gauss, se vor utiliza subrutinele propuse de Greg von Winckel (Winckel, www.mathworks.com).
In continuare sunt prezentate citeva exemple numerice analizate de alti autori iar rezultatele
obtinute, confirma performanta metodei propuse.

3.6.1 Element cu sectiune circulara si inaltime variabili. Determinarea functiilor de
stabilitate

In acest exemplu se studiaza bara cu sectiune circulara si iniltime variabild din Fig. 3.5,
solicitata la fortd axiald, care a fost analizat anterior de (Al-Sarraf, 1979), (Al-Sadder, 2004).
Pentru a determina raspunsul elastic al barelor cu sectiune variabild, (Al-Sarraf, 1979) deriveaza
functiile de stabilitate pentru diferite forme ale sectiunii transversale, insd doar pentru
compresiune. Apoi, Al-Sadder (2004) rezolva ecuatia diferentiala de ordinul al IV-lea cu
coeficienti variabili, avind ca necunoscutd principald deplasarea. Modelul abordat este cel bazat
pe dezvoltare in serii de puteri, ludnd in considerare efectul fortei axiale, ignorand efectul fortei
tdietoare.

Functia de variatie a momentului de inertie poate fi exprimata astfel:

1 4
ko=l [5+ 6L =) (3.75)
unde
1 1 d
Cl—z(l—ﬁ) si ﬁ=ﬁ (3.76)
JI
B — .
dh
Sechiea B
- J'_.‘ -
L Redinea A
A =

Fig. 3.5 Configuratie geometrica bard cu sectiune circulara si inaltime variabila (Al-Sadder, 2004)

Pentru a verifica precizia functiilor de stabilitate (coeficientii de rigiditate) evaluate cu
modelul numeric propus s-au efectuat numeroase studii pentru diferite rapoarte ale diametrelor

-61-



sectiunilor transversale de capat, bara fiind solicitatd la o fortd axiald avand un coeficient de

A~ P C g . o . . ae e o
incarcare Ag = . unde P este forfa axiald aplicatd iar Pgyp este forta axiala critica (Euler) a
E}B

1.[2

elementului de bard avand momentul de inertie de la capatul B, Pgp = % Coeficientii de

flexibilitate au fost evaluati utilizand metoda Gauss-Legendre cu 10 puncte de integrare in lungul
elementului si 40 termeni 1n expresia functiei polinomiale. Rezultatele centralizate in Fig. 3.6 -
Fig. 3.8 confirma performanta modelului de calcul propus.

200

¢ p=1.5 (Al-Sadder)
B (=2 (Al-Sadder)
150 A (=2.5(Al-Sadder)
® (=3 (Al-Sadder)
100 ——EPASS
[
50
— -
n
20 <15 -0 -5 ‘5\\ "“-..\5‘5 20
.
-50
-100

Factorul de incércare axiala, A,

Fig. 3.6 Functia S11 pentru bara cu sectiune circulara si indaltime variabild
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¢ B=1.5 (Al-Sadder) 40
B (=2 (Al-Sadder) 35
A [=2.5(Al-Sadder)
® (=3 (Al-Sadder) 30
—EPASS
ad
n ././l;’
‘_-—-—*"/‘(13’
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Factorul de incarcare axiala, AB
Fig. 3.7 Functia S12 pentru bara cu sectiune circulara si inaltime variabild
20
15
5 \\
0
20 15 -0 5 N 20
o -
z o p=1.5(Al-Sadder) 10
B (=2 (Al-Sadder) -15
A [=2.5(Al-Sadder) 220
® (=3 (Al-Sadder) 95
——EPASS
-30

Factorul de incarcare axiala, AB

Fig. 3.8 Functia S22 pentru bara cu sectiune circulara si inaltime variabila
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1100

600

----#--- Al-Sadder
EPASS

11

“ 100 -50

-400

-900

-1400

Factorul de incarcare axiala, A,

200

Fig. 3.9 Functia S11 pentru bara cu sectiune circulara si inaltime variabila (§=2.5) pentru coeficienti mari de

1100

600

incarcare axiala

cooc#eee Al-Sadder
EPASS

-900

-1400

Factorul de incércare axiala, A,

200

Fig. 3.10 Functia S12 pentru bara cu sectiune circulard si indltime variabila (§ =2.5) pentru coeficienti mari de

incarcare axiald
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300 4 ¢ 4 .-+« Al-Sadder
EPASS
200
L 1 4 B
100

@/

N o

(9\]

“ 100 -50 200
-100
2200 :
-300 b

Factorul de incércare axiala, A,

Fig. 3.11 Functia S22 pentru bara cu sectiune circulard si inaltime variabila (8 =2.5) pentru coeficienti mari de
incarcare axiald

Pentru a verifica stabilitatea procedeului numeric propus, se evalueaza functiile de
stabilitate pentru bara cu sectiune circulard variabild avand raportul sectiunilor transversale de
capit B = 2.5 si supusi la coeficienti mari de incircare axiald, Az. In analizele efectuate s-au
considerat 10 puncte de integrare in lungul elementului iar metoda de integrare utilizatd este
Gauss-Legendre. Studiile comparative au fost centralizate in Fig. 3.9 - Fig. 3.11, iar in urma
interpretdrii rezultatelor s-a constatat cd un numar de 40 de termeni in exprimarea functiei
polinomiale este suficient pentru surprinderea acuratetii rezultatelor, spre deosebire de modelul
prezentat de (Al-Sadder, 2004) care are nevoie de un numar de peste 60 de termeni.

Totusi, in realitate, un element nu este solicitat la forte axiale de compresiune de
asemenea magnitudine. Din aceste considerente, autorul a considerat necesar si relevant analiza
barei cu sectiune variaild incarcata cu o fortd axiald de compresiune P = Pg. In Fig. 3.12, s-au
pus in evidentd rezultatele analizelor barei cu sectiune circulard pentru diferite rapoarte ale
sectiunilor transversale de capat = 1.5, 2, 2.5, 3. Se constata ca 8-9 termeni este suficient pentru
obtinerea unor rezultate cu precizie satisfacatoare, care conduc la inregistrarea unor erori sub 5%.
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Fig. 3.12 Functiile de stabilitate pentru bara neprismaticd cu sectiune circulara avand coeficientul de compresiune
axiala Ag=1.

3.6.2 Element cu sectiune dreptunghiulara si inialtime variabila. Determinarea functiilor
de stabilitate

Functiile de stabilitate pentru bara cu sectiune dreptunghiulard si indltime variabild din
Fig. 3.13 sunt determinate si comparate cu rezultatele din (Al-Sadder, 2004). In studiile efectuate
se considera diferite rapoarte ale sectiunilor transversale de capat (f = 1.5 — 3) ale barei incarcate
cu o forta axiald (compresiune sau intindere). Modulul de elasticitate al barei s-a considerat 206
GPA. Metoda de integrare utilizata este Gauss-Legendre cu 10 puncte de integrare/bard iar pentru
surprinderea acuratetii rezultatelor s-a constatat cd 40 de termeni In exprimarea functiei
polinomiale este suficient. Functia de variatie a momentului de inertie are urmatoarea forma:

unde
1-p
C, = 52 (3.78)
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Fig. 3.13 Configuratie geometrica bard cu sectiune dreptunghiulara si inaltime variabila (Al-Sadder, 2004)
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Fig. 3.14 Functia S11 pentru bara cu sectiune dreptunghiulara si inaltime variabila
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Fig. 3.15 Functia S12 pentru bara cu sectiune dreptunghiulara si inaltime variabila
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Fig. 3.16 Functia S22 pentru bara cu sectiune dreptunghiulara si inaltime variabila

In Fig. 3.14 — Fig. 3.16 au fost centralizate functiile de stabilitate ale barei solicitate axial pentru

AL w C 1w P e . o . . 1o
un factor de incércare axiald 1 = P unde P este forta axiald aplicata iar Pgyp este forta axiald
E}B

2
m“Elg 2
B Tn
LZ

urma interpretarii rezultatelor s-a constatat o foarte buna corelanta intre modelul numeric propus
si metoda propusd de Al-Sadder (Al-Sadder, 2004), insd considerand mai putini termeni in
functia polinomiala.

criticd (Euler) a elementului de bard avind momentul de inertie de la capatul B, Pgyp =
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3.6.3 Bari cu sectiune I si indltime variabila. Deplasarea maxima tinind cont de efectul
defomatiilor de lunecare.

Urmatorul exemplu prezentat este cu scopul de a confirma performanta si eficienta
metodei propuse in surprinderea efectelor cuplate din deformatiile de lunecare datorate fortei
taietoare si efectul neliniarititii geometrice locale. In acest sens, se consideri bara simplu
rezematd cu sectiune variabild din Fig. 3.17, care a fost studiatd anterior de Li& Li (2002) si
Hadidi, Azar, & Marand (2014). indltimea sectiunii trasversale a barei variaza liniar de la 400mm
(Sectiunea A) la 200mm (Sectiunea B). Bara este comprimata centric si incarcatd cu o fortd
concentratd la mijlocul deschiderii in planul de rigiditate maxim. Li& Li (2002) si Hadidi, Azar,
& Marand (2014) au rezolvat ecuatia diferentiala de ordinul al II-lea pentru bare cu sectiune
variabila cu polinomul Cebisev avand necunoscuta in deplasare, considerand simultan efectele
fortei axiale si ale deformatiilor de lunecare, utilizand doua elemente pentru modelarea barei; cei
din urmi incluzand si fortele in cuprinsul barei. In abordarea propusi au fost utilizate doui
elemente cu cate 5 puncte de integrare pentru a modela bara cu sectiune variabild. Deplasarea
maxima n lungul elementului a fost evaluatd considerand doua ipoteze de incarcare, si anume:
cu includerea sau nu a efectului deformatiilor de lunecare. De asemenea, studii privind influenta
numarului de termeni considerati in seria de puteri au fost incluse in analizele intreprinse.

Fig. 3.17 Bara cu sectiune 1 si inaltime variabila solicitatd la compresiune cu forta concentrata la mojlocul
deschiderii (Li & Li, 2002)

Tabel 3.1 Deplasarea maxima la mijlocul deschiderii

Deplasarea la mijlocul deschiderii [mm]

Metoda
Caz A CazB
Li & Li (2002) 0.4091 0.6716
MEF (Li & Li, 2002) 0.4110 0.6733
Hadidi, Azar, & Marand (2014) 0.409 0.639
5 10 20 5 10 20
EPASS NTF  NTF  NTF  NTF  NTF  NTF

0.40879 0.40876 0.40876 0.66842 0.66841 0.66841

Caz A: ignorarea efectelor fortei tdietoare, Caz B: includerea efectului fortei tdietoare.
NTF — numar termeni in functia polinomiala.
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Rezultatele analizelor au fost centralizate in Tabel 3.1 si, dupd cum se poate observa,
existd o buna concordantd intre rezultatele obtinute cu programul EPASS si cele obtinute de Li&
Li (2002) si Hadidi si al. (2014). Mai mult, se constatd cd un numar mic de termeni este
suficient pentru obtinerea convergentei metodei propuse. Se poate concluziona, de asemenea, ca
deformatiile de lunecare din forta tdietoare influenteaza comportamentul barei si reduce
semnificativ rigiditatea ei.

3.6.4 Bard cu sectiune I si iniltime variabild. Determinarea fortei axiale critice de
compresiune pentru cele doua directii principale de inertie

Avem bara in consold din Fig. 3.18, solicitatd la fortd axiald de compresiune. Modulul de
elasticitate este considerat E=206 GPa. Functiile de variatie a momentului de inertie, respectiv a
ariei sectiunii transversale pot fi exprimate astfel:

1 1 (D — t)\°
12 = 15 tw Dy’ +2 -Etﬁ (bs — tw) + 2t (by — ty) <%) (3.79)
A = 2bs tr + (D) — tr ) tws (3.80)
D, — D,
Py =Dits-x s=—— (3.81)

unde D, = 400 mm; D; = 200 mm

Pentru a determina incarcarea criticd axiald pentru cele doua axe principale de inertie s-au
efectuat trei tipuri de analize, o analiza de tip ,,Static Riks” in programul de element finit Abaqus
(2011) si doud statice neliniare in EPASS. Pentru modelarea barei in Abaqus s-au folosit
elemente finite de tip “shell” S4R cu o dimensiune de 10 mm. Pentru a trasa curba completa
incdrcare — deplasare laterald, s-a incarcat bara cu o fortd axiala de compresiune P = 100 kN si o
fortd laterala, pe directia de inertie studiati, F = 10™*P = 0.01 kN.

Urmatoarele analize s-au efectuat in programul EPASS, toate fiind statice neliniare in domeniul
elastic. Pasul de incdrcare considerat in analizd este constant de 0.1 din forta aplicatd. Efectul
neliniaritatii geometrice globale este luat in considerare prin reactualizarea configuratiei
geometrice a barei la fiecare pas precum si prin includerea matricei de rigiditate geometrica. La
primul set de analize efectuate, bara este divizata in 5, 10 respectiv 100 de elemente finite liniare
cu sectiune constantd. Pentru a surprinde efectul neliniaritatii geometrice locale, pentru fiecare
element se folosesc functiile de stabilitate propuse de Chen & Lui (1991) care sunt reactualizate
la fiecare pas de incarcare. Ultima analiza efectuatd s-a facut cu procedeul propus de autor,
considerand un singur element/ bard cu 10 puncte de integrare si 10 termeni in expresia functiei
polinomiale.
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Fig. 3.18 Bara in consola cu sectiune I si inaltime variabila
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Fig. 3.19 Bara cu sectiune variabild I. Curba incarcare - deplasare laterala,
Incovoiere in planul de rigiditate minim
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Fig. 3.20 Bara cu sectiune variabila I. Curba incarcare - deplasare laterala,
incovoiere in planul de rigiditate maxim
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Rezultatele analizelor au fost centralizate in Fig. 3.20 si Fig. 3.21. Dupa cum se poate observa,
daca se opteaza pentru divizarea barei in elemente liniare cu sectiune constantd este nevoie de
100 segmente pentru a se atinge acuratetea doritd, spre deosebire de analiza barei cu sectiune
variabila, utilizdnd procedeul propus de autor, unde un singur element /bara este suficient pentru
a obtine rezultate cu precizie satisfacatoare, efortul computational fiind mult mai mic. Din grafice
se constatd o bund concordantd intre curbele de raspuns obtinute cu programul EPASS si
programul de element finit Abaqus. Toate analizele s-au rulat pe un calculator cu un procesor
Intel Core 15-3470 si 3.2GHz. Abaqus a efectuat analiza in 500 de pasi (pas de incarcare variabil
de 1a 0.002 la 1) pentru a atinge forta axiala critica de compresiune Pcr = 17755.7 kN, timpul de
analiza fiind 101.73 minute. In programul EPASS, analiza a durat 355.12 secunde pentru un pas
de incarcare constant 0.1* N (1814 pasi, Pcr = 18140 kN ). Este de remarcat eficienta modelulul
de calcul propus din punct de vedere al timpului de calcul, care la un singur element finit/bara
ofera rezultate satisfacatoare (diferente sub 3%) cu ale analizei In Abaqus care utilizeaza 26400
elemente finite S4R.

3.6.5 Barda cu sectiune I si Inaltime variabili. Determinarea fortei axiale critice de
compresiune pentru diferite lungimi ale elementului, respectiv diferite rapoarte
intre sectiunile transversale de capat

Urmatorul exemplu este ales cu scopul evidentierii influentei raportului sectiunilor
transversale de capat asupra evaludrii fortei axiale critice de compresiune. Se studiazd bara din
Fig. 3.21 considerand diferite lungimi (L = 4 — 10 m) si rapoarte ale sectiunilor transversale de
capat (o = 0.4 — 1). Elementul este supus la forta axiala de compresiune aplicata centric la capatul
liber, dupa cum se vede in Fig. 3.21. S-au efectuat 3 seturi de analize, prima utilizdnd MEF in
programul de element finit Abaqus (Static Riks) si 2 analize in programul dezvoltat de autor,
EPASS. Pentru analizele efectuate in Abaqus s-au folosit elemente de tip “shell”. Elementul finit
ales este S4R iar pentru a observa influenta discretizarii s-a facut un studiu prinvind
dimensiunea elementului, datele fiind centralizate in Tabel 3.2. In urma analizelor s-a constatat
ca dimensiunea elementului finit influenteaza acuratetea rezultatelor, in special pentru barele
scurte cu variatii mari ale sectiunii transversale.

w=04-110
L=4.0- 1000 m

Fig. 3.21 Bara neprismatica cu profil I avand diferite rapoarte intre sectiunile transversale de capat respectiv
diferite lungimi (Soltani, Asgarian, & Mohri, 2014)

72



Tabel 3.2 Studiu privind importanta dimensiunii elementului finit in Abaqus

Forta axiala critica In Abaqus [kN]

L(m)
a=04
Mesh 10 Mesh 20 Mesh 30  Mesh 40
4 184.065 181.841 179.711 173.159
6 81.7145 80.8 79.8586 77.0503
8 45.423 44.903 44.376 42.8152
10 - 29.2783 28.9021 27.7995

In EPASS s-au efectuat 2 tipuri de analize, una utilizind procedeul practic (detaliat in
subcapitolul 3.3, iar a doua analizd este bazatd pe abordarea in serii de puteri, consideratd
,exacta” (detaliata in subcapitolul 3.4) folosind cuadratura Guass — Lobatto si un numar de 10
termeni in exprimarea functiei polinomiale. Pentru toate analizele in EPASS s-a utilizat un singur
element finit/bara cu 10 puncte de integrare in lungul lui. Se tine cont de efectul neliniaritatii
geometrice globale prin reactualizarea configuratiei geometrice a barei la fiecare pas, precum si
considerarea matricei de rigiditate geometrica.

Tabel 3.3 Forta axiala critica determinata pentru un profil I cu diferite lungimi (L = 4 — 10 m) si rapoarte ale
sectiunilor transversale de capat (o = 0.4 — 1) — plan de incovoiere minim

Forta axiala criticd [kN]— plan de incovoiere minim

MEF

MEF Ansys

Soltani

Rt
Static riks . Modelul exact ~ Asgarian, &  Asgarian,
practic Mohri) & Mohri) & Cohen)
0.4 184.065 186.3 (1.21%) 186.2 (1.16%) 174.06 186.182 186.18
4 0.6 184.267 186.1 (0.99%) 186.0 (0.94%) 174.45 185.989 186.01
0.8 184.258 186.0 (0.95%) 185.9 (0.89%) 174.5 185.907 185.93
1 184.228 186.0 (0.96%) 185.8 (0.85%) 174.51 185.889 185.88
0.4 81.7145 82.78 (1.30%)  82.78 (1.30%) 81.468 82.747 82.75
6 0.6 81.7157 82.69 (1.19%)  82.68 (1.18%) 81.5 82.662 82.67
0.8 81.6988 82.64 (1.15%)  82.64 (1.15%) 81.518 82.625 82.63
1 81.6896 82.61 (1.13%)  82.61 (1.13%) 81.505 82.617 82.62
0.4 45.423 46.56 (2.50%)  46.56 (2.50%) 46.27 46.545 46.54
8 0.6 45.392 46.51 (2.46%)  46.51 (2.46%) 46.258 46.497 46.5
0.8 45.378 46.48 (2.43%)  46.48 (2.43%) 46.257 46.477 46.48
1 45.3593 46.47 (2.45%)  46.47 (2.45%) 46.247 46.472 46.47
0.4 29.2783 29.80 (1.78%)  29.80 (1.78%) 29.709 29.789 29.78
10 0.6 29.2568 29.77 (1.75%)  29.77 (1.75%) 29.692 29.758 29.76
0.8 29.2448 29.75 (1.73%)  29.75 (1.72%) 29.689 29.745 29.75
1 29.2384 29.74 (1.72%)  29.74 (1.72%) 29.682 29.742 29.74

Valorile de referinta pentru calculul erorilor relative au fost considerate rezultatele din Abaqus .
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S-a calculat forta axiald criticd in planul de incovoiere minim, respectiv maxim. Dupa
cum se poate urmari in Tabel 3.3, pentru solicitdri in planul de incovoiere minim nu exista
diferente majore intre metodele propuse, cel considerat exact (formularea bazatd pe serii de
puteri) si procedeul simplificat; motivul este evident, si anume faptul cd variatia Inaltimii
sectiunii transversale nu influenteaza semnificativ rigiditatea pe directia minima de inertie. Din
Tabel 3.3 se constatd o foarte bund concordanta (erorile relative fiind sub 3%) atat cu rezulatele
din literatura de specialitate, cat si cu cele obtinute cu MEF. Pe directia maxima de inertie nu se
poate afirma acest lucru. Din Tabel 3.4 se poate observa faptul ca dacd raportul indltimilor
sectiunilor transversale de capat este cuprins intre 0.6 — 1, ambele metode propuse conduc la
obtinerea unor rezultate cu precizie satisficitoare (erori sub 3%). Insi, cand variatia sectiunii
transversale este mai “accentuatd” (« < 0.6), procedeul practic conduce la inregistreaza unor erori
relative de peste 8%, spre deosebire de sub 3% cu modelul exact. In acest caz, se recomanda
utilizarea metodei bazate pe abordarea in serii de puteri care conduce la obtinerea unor rezultate
cu precizie satisfacdtoare, prin comparatie cu cele obtinute in programul de element finit Abaqus,
dar cu un efort computational semnificativ mai mic.

Tabel 3.4 Forta axiala critica determinata pentru un profil I cu diferite lungimi (L = 2 — 10 m) si rapoarte ale
sectiunilor transversale de capat (o. = 0.4 — 1) - plan de incovoiere maxim

Forta axiala criticd [kN]— plan de incovoiere maxim

L
m ¢ EPASS EPASS
" MEF Abaqus Procedeul practic Modelul exact
0.4 12056.1 10853(-9.98%) 12103 (0.39%)
4 0.6 6118.77 5887(-3.79%) 6064 (-0.89%)
0.8 3858.83 3779(-2.07%) 3804 (-1.4%)
1 2728 2684(-1.61%) 2684 (-1.61%)
0.4 5276.8 4781(-9.40%) 5286 (0.17%)
6 0.6 2689.9 2602(-3.27%) 2680 (-0.37%)
0.8 1698.3 1673(-0.31%) 1685 (-0.78%)
1 1201.6 1190(-0.97%) 1190 (-0.97%)
0.4 2984.5 2681(-10.17%) 2964 (-0.69%)
8 0.6 1517.6 1461(-3.73%) 1505 (-0.83%)
0.8 957.49 940(-1.83%) 947 (-1.1%)
1 677.01 669(-1.18%) 669 (-1.18%)
0.4 1915.4 1714(-10.51%) 1894 (-1.12%)
10 0.6 972.92 935(-3.9%) 962 (-1.1%)
0.8 613.62 602(-1.9%) 606 (-1.2%)
1 433.80 428(-1.34) 428 (-1.34)

Valorile de referinta pentru calculul erorilor relative au fost
considerate rezultatele din Abaqus .

74-



Pentru a verifica eficientei metodei propuse, se efectueaza un studiu numeric privind
influenta numarului de termeni in expresia momentului incovoietor, asupra fortei axiale critice de
compresiune pe directia minimd, respectiv maxima de rigiditate. Modelarea barei s-a facut
considerand un singur element cu 10 puncte de integrare, metoda utilizata fiind cuadratura Gauss
Lobatto. Rezultatele au fost comparate cu cele obtinute cu programul de element finit Abaqus. In
Abaqus s-au efectuat analize de tip Static Riks, utilizand elemente finite shell de tip S4r cu o
dimensiune de 20mm. Rezultatele au fost centralizate in Tabel 3.5 si Tabel 3.6 si se constata ca 5
termeni sunt suficienti pentru a obtine forta axiala pe directia minima de rigiditate cu o precizie
satisfacatoare, spre deosebire de 12 termeni necesari in formularea propusa de Soltani si al.
(2014); 1ar pe directia maxima de rigiditate s-a constat cd un numadr de 7-8 termeni sunt suficienti
pentru a obtine rezultate cu erori sub 5%, studii in (Soltani, Asgarian, & Mohri, 2014) nefiind
mentionate.

Tabel 3.5 Forta axiala critica evaluata pentru un profil I cu diferite lungimi (L = 4 — 10 m) si rapoarte ale
sectiunilor transversale de capat (0. = 0.4 — 1) in functie de numarul termenilor in functia polinomiald - plan de
incovoiere minim

Forta axiala critica [kN] — plan de incovoiere minim

(m) a MEF EPASS EPASS EPASS EPASS EPASS EPASS EPASS EPASS
Abaqus NTF=4 NTF=5 NTF=6 NTF=7 NTF=8 NTF=9 NTF=10 NTF=100

04 184.065 195.4 189.3 185.7 186.0 186.2 186.2 186.2 186.2
: : (6.16%)  (2.84%)  (0.89%) (1.05%) (1.16%) (1.16%)  (1.16%) (1.16%)

4 06 s 195.1 189.1 185.5 185.8 186.0 186.0 186.0 186.0
(5.88%) (2.63%) (0.67%) (0.83%)  (0.94%)  (0.94%)  (0.94%) (0.94%)

08 184258 195.0 189.0 185.4 185.7 186.0 185.9 185.9 185.9
: ' (5.83%) (2.57%)  (0.62%)  (0.78%)  (0.95%)  (0.89%)  (0.89%) (0.89%)

1 eAn 194.9 188.9 185.5 185.8 185.8 185.8 185.8 185.8
(5.79%)  (2.54%) (0.69%) (0.85%)  (0.85%)  (0.85%)  (0.85%) (0.85%)

04 817145 86.7 84.1 825 82.6 82.7 82.7 82.7 82.7
: : (6.10%)  (2.92%)  (0.96%) (1.08%) (121%) (121%)  (1.21%) (1.21%)

© 06 Gl 86.6 84.0 82.4 82.5 82.6 82.6 82.6 82.6
(5.98%) (2.80%) (0.84%)  (0.96%)  (1.08%)  (1.08%)  (1.08%) (1.08%)

08 81.6988 86.6 83.9 82.3 82.5 82.6 82.6 82.6 82.6
(6.00%)  (2.69%) (0.74%)  (0.98%)  (1.10%)  (1.10%)  (1.10%) (1.10%)

1 gl 86.5 83.9 82.3 82.6 82.6 82.6 82.6 82.6
(5.89%) (2.72%) (0.75%) (1.11%) (1.11%)  (1.11%)  (1.11%) (1.11%)

04 45423 48.7 473 46.4 46.5 46.5 46.5 46.5 46.5
: > (721%)  (4.13%)  (2.15%) (237%) (237%) (237%)  (2.37%) (2.37%)

3 e i 48.7 472 46.3 46.5 46.5 46.5 46.5 46.5
(729%) (3.98%)  (2.0%)  (2.44%) (2.44%) (2.44%)  (2.44%) (2.44%)

08 45378 48.6 472 46.38 46.47 46.48 46.48 46.48 46.48
(7.1%)  (4.02%) (221%) (241%) (243%) (243%)  (2.43%) (2.43%)

A 48.6 472 46.37 46.46 46.47 46.47 46.47 46.47
' (7.14%)  (4.06%) (223%) (243%) (245%) (245%)  (2.45%) (2.45%)

04 292783 31.2 30.2 29.75 29.77 29.78 29.78 29.78 29.78
(656%) (3.15%)  (1.61%)  (1.68%) (1.71%)  (1.71%)  (1.71%) (1.71%)

V- 31.1 30.2 29.74 29.75 29.76 29.76 29.76 29.76
: : (63%)  (322%) (1.65%) (1.692%) (1.72%)  (1.72%)  (1.72%) (1.72%)

08 292448 31.1 30.1 29.73 29.74 29.75 29.75 29.75 29.75
: : (634%)  (2.92%)  (1.66%) (1.69%) (173%)  (1.73%)  (1.73%) (1.73%)

| oo 31.0 30.1 29.72 29.73 29.74 29.74 29.74 29.74

(6.02%)  (2.95%) (1.65%) (1.682%) (1.72%) (1.72%)  (1.72%)  (1.72%)
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Valorile de referinta pentru calculul erorilor relative au fost considerate rezultatele din Abaqus .

Tabel 3.6 Forta axiala critica evaluata pentru un profil I cu diferite lungimi (L = 4 — 10 m) si rapoarte ale
sectiunilor transversale de capat (o = 0.4 — 1) in functie de numarul termenilor in functia polinomiald - plan de
incovoiere maxim

Forta axiala critica [kN] — plan de incovoiere maxim

(m) a MEF EPASS EPASS EPASS EPASS EPASS EPASS EPASS EPASS
Abaqus NTF=4 NTF=5 NITF=6 NIF=7 NIF=8 NITF=9 NTF=10 NTF=100

04 120561 10270 10705 11193 11576 11816 11948 12103 12056
: (-14.8%) (-112%) (-7.16%) (-3.98%) (-1.99%) (-0.89%)  (0.39%) (0%)

4 06 611877 5422 5826 6020 6070 6073 6068 6064 6060
: -11.4%) (478%) (-1.61%) (-0.8%) (-0.75%) (-0.83%) (-0.89%)  (-0.96%)

08 385883 3679 3741 3833 3811 3805 3804 3804 3804
: : (-4.66%) (-3.05%) (-0.67%) (-12%)  (-14%)  (-1.4%)  (-1.4%) (-1.4%)

. S 2818 2730 2677 2682 2684 2684 2684 2684
(329%)  (0.07%) (-1.87%) (-1.68%) (-1.61%) (-1.61%) (-1.61%)  (-1.61%)

04 52768 4526 4716 4926 5095 5201 5258 5286 5305
(-142%) (-10.6%) (-6.64%) (-3.45%) (-1.43%) (-0.35%)  (0.17%) (0.53%)

. 2398 2576 2661 2683 2684 2682 2680 2679
: (-10.8%) (4.23%) (-1.07%) (0.26%) (-0.22%) (-0.29%) (-0.37%)  (-0.4%)

08 16983 1629 1707 1697 1687 1685 1685 1685 1685
: (-4.08%) (-0.51%) (-0.07%) (-0.66%) (-0.78%) (-0.78%)  (-0.78%)  (-0.78%)

: 0L 1259 1210 1187 1189 1190 1190 1190 1190
(478%)  (0.7%)  (-1.22%) (-1.05%) (-0.97%) (-0.97%) (-0.97%)  (-0.97%)

04 29845 2539 2645 2764 2857 2916 2948 2964 2974
: (-14.9%) (-11.4%) (-7.38%) (-4.27%) (2.3%) (-1.22%)  (-0.69%)  (-0.35%)

3 06 GG 1347 1446 1494 1507 1507 1506 1505 1504
: 112%) (4.72%) (-1.56%) (-0.7%)  (0.7%)  (-0.76)  (-0.83%)  (-0.9%)

08 95749 790 959 954 948 947 947 947 947
: -17.5%)  (0.16%) (0.36%)  (-1%)  (-1.1%)  (-1.1%)  (-1.1%) (-1.1%)

: 67701 702 680 667 668 669 669 669 669
(3.7%)  (0.44%) (-1.48%) (-1.33%) (-1.18%) (-1.18%) (-1.18%)  (-1.18%)

04 19154 1623 1691 1767 1826 1863 1884 1894 1901
153%)  (11.7%)  (-71.7%)  (4.67%) (2.73%) (-1.63%) (-1.11%)  (-0.75%)

0 0 9o 861 925 956 964 964 963 962 962
11.5%)  (4.9%) (-1.74%) (-0.92%) (-0.92%) (-1.02%)  (-1.1%) (-1.1%)

08 61362 586 614 610 607 606 606 606 606
(-4.5%)  (0.06%)  (-0.5%) (-1.08%)  (-1.2%)  (-1.2%)  (-1.2%) (-1.2%)

. 43380 449 435 427 428 428 428 428 428
(35%)  (0.28%) (-1.6%)  (-1.34)  (-134)  (-1.34) (-1.34) (-1.34)

Valorile de referinta pentru calculul erorilor relative au fost considerate rezultatele din Abaqus .
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3.6.6 Barid cu dubla variatie avind sectiunea transversalid I. Determinarea fortei axiale
critice de compresiune consideriand diferite rapoarte intre sectiunile transversale de
capat.

Se studiaza bara din Fig. 3.22 avand lungimea L = 10m si considerand diferite rapoarte
intre sectiunea transversald de capat si cea de la mijloc (o = 0.4 — 0.8). Elementul are dubla
variatie si este solicitat la forta axiald de compresiune. Scopul analizei constituie determinarea
incdrcarii axiale critice in planul de incovoiere maxim. Astfel, s-au efectuat doud tipuri de
analize, in programul de element finit Abaqus (2011), respectiv in programul dezvoltat de autor,
EPASS. In Abaqus s-a efectuat o analizi de tip Static Riks in domeniul elastic, modeland bara cu
elemente finite de tip “shell” S4R avand o dimensiune de 10 mm. Analizele efectuate in EPASS
sunt statice neliniare In domeniul elastic. Pasul de incdrcare este considerat constant cu o
intensitate egala cu 0.1 din forta aplicata P. Efectul neliniaritatii geometrice globale este surprins
prin reactualizarea nodurilor barelor la fiecare pas, precum si prin includerea matricei de
rigiditate geometricd. In modelarea barei s-au considerat doua elemente, pentru cele doua variatii
liniare, cu 10 puncte de integrare pentru fiecare. Pentru includerea efectului neliniaritagii
geometrice locale sunt utilizate functiile de stabilitate propuse de autor, care sunt reactualizate la
fiecare pas de incarcare. Metoda de integrare utilizatd este Guass — Legendre iar numarul de
termeni considerati in exprimarea functiei polinomiale este 10.

Rezultatele analizelor au fost centralizate in Fig. 3.23 si, dupd cum se poate observa,
existd o bund concordantd intre curbele de raspuns obtinute cu programul EPASS si programul
de element finit Abaqus.

]‘
-

. ’__—_hf—_’—i . i - 1
—| n, b -— —= 95 h
7 .

S

= l 300
¢ gy =340 Do
| h"'Cl"-hnln o
I L 1 w=0.4, 0.6, 0.4
L=100mm

Fig. 3.22 Bara comprimata cu dubla variatie avand sectiunea transversala [
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1 8x
oo =l g +27] (3.82)

5
loo = Io {\/%_0 + % (ZT’C)}Z (3.83)

Rezultatele au fost centralizate In Tabel 3.7 si se constatd o foarte bunad corelanta intre modelul
numeric propus si rezultatele obtinute de Young & Roark (2001) si Valipour & Bradford (2012).

Tabel 3.7 Forta axiala critica pentru un profil I cu diferite functii de variatie a momentului de inertie

Factorul a, P, = a(EI/L%) [kN]

L=10m . Valipour &  Solutie analitica EPASS
Hermitian
(2012) Bradford (Young & 8 10 12 100
(2012) Roark, 2001)  NTF NTF NTF NTF
Variatie liniara 7.18 7.08 7.01 7.04 7.09 7.11 7.12
Variatie cuadratica 7.84 7.68 7.61 776 7175 175 775
Variatie cubica 7.76 7.60 7.52 7.67 7.66 7.65 7.65

3.6.8 Bara cu sectiune I si indltime variabild. Studii numerice privind convergenta
metodelor de integrare studiate

Scopul acestui exemplu este de a studia convergenta metodelor de integrare integrate in
programul dezvoltat, EPASS, si anume regula 3/8 a lui Simpson si cuadraturile Gauss —
Legendre si Gauss — Lobatto, In functie de numarul termenilor utilizati in seriile de puteri,
respectiv numarul punctelor monitorizate in lungul elementului. Astfel, se considera bara cu
sectiune variabila din Fig. 3.21 fincarcatd cu o fortd axiald de compresiune P = Ppgy,, unde

2EI e . A . . <
Pgy, = % este forta axiala Euler a elementului de barda avind momentul de inertie de la capatul

2. Functiile de stabilitate se determind, cu modelul propus bazat pe abordarea in serii de puteri,
pentru trei variatii ale sectiunilor transversale de capat a = 0.4, 0.6 si 0.8. Se efectueazd doua
tipuri de analize, primul constd in studiul convergentei metodelor in functie de numarul de
termeni ales in functia polinomiald, cu considerarea a 99 de puncte monitorizate, rezultatele fiind
centralizate in Fig. 3.25 - Fig. 3.27. In al doilea set de analize se studiazi convergenta metodelor
in functie de numarul de puncte de integrare in lungul elementului considerand 99 de termeni in
exprimarea seriilor de puteri in rezolvarea ecuatiei diferentiale de echilibru, rezultatele fiind
prezentate in Fig. 3.28 - Fig. 3.30.
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Fig. 3.25 Convergenta functiilor de stabilitate in functie de numarul termenilor in functia polinomiala (o. = 0.4)
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Fig. 3.26 Convergenta functiilor de stabilitate in functie de numarul termenilor in functia polinomiala (o. = 0.6)
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Fig. 3.27 Convergenta functiilor de stabilitate in functie de numarul termenilor in functia polinomiala (o. = 0.8)
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Din Fig. 3.25 - Fig. 3.27. se poate observa influenta variatiei sectiunii transversale asupra
numarului de termeni necesari In expresia functiei polinomiale pentru a se atinge acuratetea
doritd. Astfel, pentru un raport al sectiunilor transversale de capat a = 0.4 este nevoie de 9-10
termeni, spre deosebire de 7-8 termeni pentru raportul a = 0.8. Se constata faptul cad metoda de
integrare utilizata nu influenteaza semnificativ curbele de raspuns.

Acest lucru nu se poate afirma pentru studiul convergentei metodelor de integrare in functie de
numarul de puncte de integrare in lungul elementului. Din graficele Fig. 3.28 - Fig. 3.30 se
constatd faptul cd cuadraturile Gauss sunt mai rapid convergente decat regula Simpson 3/8.
Astfel, daca pentru metodele Gauss numarul punctelor monitorizate este suficient 3, pentru
obtinerea unor rezultate cu precizie satisfacitoare (in functie de variatia sectiunii transversale),
pentru metoda Simpson 3/8 este nevoie de cel putin 6 puncte de integrare.

3.6.9 Bari cu sectiune I si iniltime variabila. Studii privind determinarea coeficientului
mediu de compresiune ideal

Obiectivul pe care ni-l propunem in cadrul acesui exemplu este determinarea
coeficientului mediu de compresiune v,y.4;,, astfel incat rezultatele obtinute cu procedeul practic
propus sa fie cat mai apropiate de cele obtinute cu abordarea in serii de puteri. Astfel, propunem
studiul barei din Fig. 3.18 avand raportul sectinilor de capat egal cu 0.5, incarcata cu o forta

o . ZE] e e o
axiala de compresiune P = AgPp,, unde Pgy, = T2 este forta axiald criticd (Euler) a

L2

elementului de bara avind momentul de inertie minim iar Az este factorul de incércare axiala.
Avem Vyediu = AVpar + (1 — ) Vypinim care este definit ca si coeficient mediu de
compresiune.

N

unde Ve = L o
Elmin
N
Voim = L
mim EImaX

In analizi se va studia coeficientul a cuprins intre valorile 0 — 1 adicd Voim < Vimediy <
Vmax-

A douda metoda propusd pentru determinarea coeficientului de compresiune mediu
presupune evaluarea unei rigiditati medie la incovoiere, astfel:

L L Ely
Elneqin = fo EI(x) dx = EImaximf gy = Elnaxim " ¥

0 Elmaxim

Apoi coeficientul de compresiune mediu poate fi evaluat cu urmétoarea relatie:
N

V. . =
mediu Elmedin

Unde 0 < 1 < 1 este un coeficient subunitar care reduce valoarea maxima a modulului de rigiditate
la incovoiere si care este in functie de raportul inaltimii sectiunilor transversale la capete, iar
variatia lui poate fi vizualizata in Fig. 3.31.

-82-



In urma sintetizarii rezultatelor, Fig. 3.32-Fig. 3.34, se constatd faptul ci forta axiald
aplicatd influenteaza semnificativ functiile de stabilitate, astfel dacd elementul este solicitat la o
fortd axiala mai mare decat 0.6AB ambele metode furnizeaza rezultate cu erori peste 5%. De
asemenea, s-a remarcat faptul ca, pentru determinarea coeficientului mediu de compresiune
cu prima metoda, coeficientul a = 3 se apropie de valoarea coeficientului mediu de

Vmediu

1.2

0.8

0.4

./i'

Coeficientul

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Raportul indltimii sectiunilor de capat

Fig. 3.31 Coeficientul y in functie de raportul sectiunilor la capetele elementului

compresiune Vo,.qi,, €valuat cu a doua metoda.
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Fig. 3.32 Influenta factorului de incarcare axiala in evaluarea functiei S11, in functie de metoda utilizata
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Fig. 3.33 Influenta factorului de incarcare axiala in evaluarea functiei S12, in functie de metoda utilizata
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Fig. 3.34 Influenta factorului de incarcare axiala in evaluarea functiei S22, in functie de metoda utilizata
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3.7 Concluzii preliminarii

In cadrul acestui capitol sunt prezentate doua modele care stabilesc relatiile fortd-deplasare
la nivel de element pentru barele cu sectiune variabild, integrand efectele fortei axiale, precum si
al imperfectiunilor geometrice initiale si al deformatiilor de lunecare transversale. Aplicand
relatia Maxwell-Mohr se stabileste relatia incrementald deplasare-fortd prin inversarea careia
se evidentiazd matricea de rigiditate si vectorul fortelor nodale echivalente in prezenta
efectelor mai sus amintite. Primul procedeu este unul practic, si care, pentru exprimarea
momentului incovoietor in lungul barei, presupune integrarea euatiei diferentiale de echilibru a
barei considerata cu un modul de rigiditate la incovoiere echivalent si aplicarea relatiei Maxwell-
Mohr. In acest fel, in expresia momentului incovoietor este inclus un coeficient de compresiune
mediu (echivalent) care este determinat tindnd cont de raportul momentelor de inertie ale
sectiunilor de la capetele elementului. A doua formulare, considerata ,, exacta”, are la baza o
tehnica de rezolvare a ecuatiei diferentiale de echilibru de ordinul al II-lea cu coeficienti
variabili prin dezvoltare in serii de puteri, avand ca necunoscutd principald momentul
incovoietor, efectul imperfectiunilor geometrice initiale putand fi incluse in seriile de puteri prin
dezvoltarea Taylor. Avand exprimarea analiticd a momentului Tncovoietor matricele de rigiditate
si vectorul fortelor nodale echivalente se determind ca si in cazul precedent prin aplicarea relatiei
Maxwell-Mohr. Efectul neliniaritdtii geometrice globale este luat in considerare prin
reactualizarea configuratiei geometrice a barei la fiecare pas de incarcare si prin includerea
matricei de rigiditate geometrica.

Pentru a verifica eficienta si acuratetea modelului de calcul propus precum si a
programului de calcul dezvoltat (EPASS), sunt prezentate cateva exemple numerice tratate
in literatura de specialitate (Li & Li, 2002), (Hadidi, Azar, & Marand, 2014), (Soltani, Asgarian,
& Mohri, 2014). De asemenea, s-au efectuat si studii comparative in programul de element finit
Abaqus.

Din analizele efectuate se pot evidentia cateva remarci importante:

e In literatura de specialitate sunt prezentate numeroase metode care au la bazi dezvoltarea
in serii de puteri, care presupun rezolvarea ecuatiei diferentiale de echilibru cu coeficienti
variabili avand ca necunoscutd principald deplasarea, insd majoritatea prezintd unele
limitari. Astfel, pentru obtinerea unor rezultate cu precizie satisficitoare in (Li & Li,
2002) sunt nevoie de 13 termeni in polinomul Chebyshev, insa acest procedeu nu include
efectul imperfectiunilor geometrice initiale si nici al fortelor uniform distribuite pe bara.
Formularea propusa in (Asgarian, Soltani, & Mohri, 2013), (Soltani, Asgarian, & Mobhri,
2014) presupune utilizarea a minim 12 termeni in dezvoltarea seriilor de puteri; acest
model, chiar dacad include efectul deformatiilor de lunecare transversald, efectul fortei
axiale in lungul barei si pot fi considerate forte uniform distribuite in lungul barei, nu
include efectul imperfectiunilor geometrice initiale. De asemenea, in (Asgarian, Soltani,
& Mohri, 2013) analizele prezentate sunt pentru flambajul lateral al barei cu sectiune
variabild, pe directia minima de inertie, iar studii pe directia maxima de inertie nu sunt
efectuate, desi efectul variatiei sectiunii transversale este mai evident. Hadidi, Azar, &
Marand (2014) extinde procedeul propus de Li si al. (Li & Li, 2002), (Li J. L., 2003)
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pentru includerea fortelor in cuprinsul barei, fiind necesar minim 14 termeni in functia
polinomiald, insd nu este inclus efectul imperfectiunilor geometrice initiale.

Pentru evaluarea functiilor de stabilitate s-au efectuat studii numerice, pentru bare cu
sectiune variabild incarcate cu forte axiale mari (de compresiune sau intindere) si s-a
constatat cd un numdr de 20-30 de termeni in exprimarea functiei polinomiale este
suficient pentru surprinderea acuratetii rezultatelor, spre deosebire de modelul prezentat
in (Al-Sadder, 2004) care are nevoie de un numar de peste 60 de termeni. Totodata se
evidentiazd faptul ca in prezenta unor forte axiale de mica magnitudine prezenta
formulare conduce la rezultate stabile si exacte necesitand un numar mic de termeni, spre
deosebire de formularile din literaturd care inregistreaza instabilitati si necesitd un numar
mare de termeni pentru obtinerea unor rezultate stabile.

In cazul procedeului practic propus, se recomandd ca raportul iniltimilor sectiunilor
transversale de capdt sa nu fie mai mic de 0.6, in caz contrar s-a observat ca metoda
conduce la obtinerea unor rezultate cu erori de peste 8%. In acest caz, se recomandi
utilizarea formuldrii bazate pe abordarea in serii de puteri care s-a demonstrat a fi stabil si
conduce la obtinerea unor rezultate cu erori pand la 3%.

Se constata faptul ca metoda de integrare utilizatd nu influenteaza semnificativ numéarul
necesar de termeni in expresia functiei polinomiale. In schimb, s-a observat ci metodele
Gauss sunt mai rapid convergente decat regula Simpson 3/8 pentru un numar de puncte
monitorizate in lungul elementului mai mic, datorita alegerii optime a pozitiei punctelor
de integrare.
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Cap. 4 Modelul de calcul propus pentru analiza avansata a structurilor in
cadre. Aplicatia EPASS

4.1 Introducere

O preocupare continud a cercetatorilor, la nivel mondial, este imbunatatirea metodelor de
analiza, pentru obtinerea unui raspuns cat mai reprezentativ al structurilor. Odata cu dezvoltarea
tehnologiei pe calculator, utilizarea practica a metodelor avansate devine posibild. Totusi,
modelul de analiza se doreste a fi cat mai usor si practic de utilizat in proiectarea curentd. Metoda
elementelor finite, chiar daca este consideratd o metoda “exactd”, presupune un efort
computational ridicat, datoritd necesitdtii divizarii elementelor si a datelor ce trebuiesc memorate.
Din aceste considerente, s-a considerat oportuna perfectionarea metodelor bazate pe conceptul de
articulatie plasticd, modelul abordat presupunand modelarea structurii utilizdnd un singur
element/bara ceea ce reduce numarul gradelor de libertate utilizate in analiza si, implicit, timpul
de calcul, si, n acelasi timp, rezultatele obtinute au un nivel de acuratete comparabil cu metodele
de analiza considerate “exacte”.

In subcapitolele ce urmeaza este prezentat modelul de calcul implementat in programul
dezvoltat de autor, EPASS (Elasto-Plastic Analysis of Steel Structures).

4.1.1 Ipotezele de calcul ale metodei
Modelul de calcul are la baza urmatoarele ipoteze de calcul:

e Ipoteza lui Bernoulli (ipoteza sectiunilor plane) — se considerd ca o sectiune plana si
normald pe axa barei Tnainte de deformare ramane tot pland si normala pe axa barei si
dupa deformatie

e Ipoteza micilor deformatii (deplasarile si rotirile pot fi mari)

e Efectele pierderii stabilitatii locale, atat flambajul local, cat si flambajul din torsiune, au
fost neglijate in analiza

e Sectiunile transversale ale elementelor au o comportare perfect plastica (nu se considera
reconsolidarea materialului) dupa aparitia articulatiei plastice

e Se neglijeaza efectul descarcarilor elastice

e Conventia de semne este: momentele si rotirile sunt pozitive cdnd au sensul antiorar

e Tipul de element utilizat este cel cu 2 noduri la capete avand 6 grade de libertate ( 3 GDL
pentru fiecare nod, 2 deplasari si o rotire).
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4.2 Analiza la nivel de element
4.2.1 Modelarea comportarii elasto-plastice a sectiunilor. Criteriul de plastificare

Modelul adoptat in prezenta lucrare pentru modelarea comportarii elasto-pastice este cel
al plastificarii concentrate avand la baza conceptul de articulatie plastica punctuald cu formare
instantanee (Chiorean C. G., 2006). In aceastd acceptiune formarea si functionarea articulatiilor
plastice este permisd doar in anumite sectiuni caracteristice ale barei (de regula cele maxim
solicitate-capetele elementului sau intr-o sectiune din cuprinsul elementului), articulatiile plastice
fiind de dimensiune zero, restul elementului avand o comportare elasticd. Formarea si
functionarea articulatiei plastice este guvernatd de un criteriu de plastificare care poate fi
exprimat sintetic prin intermediul curbelor de interactiune plastica definite, in general, prin
relatii analitice de formd multi-liniara (spre exemplu cele date de codul american AISC-LRFD)
sau neliniard (Orbison, 1982), (Duan & Chen, 1990). Drept consecintd, conditia de plastificare
poate fi exprimata cu urmatoarea relatie:

r(N,M)= 0 (4.1)
unde N,M reprezintd efortul axial si momentul incovoietor intr-o sectiune susceptibild de
plastificare:

I'=0 reprezinta plastificarea integrala a unei sectiuni
I' >0 , aceasta stare de eforturi nu este permisa.

In programul dezvoltat de autor, modelarea comportarii elasto-plastice a sectiunilor
transversale poate fi inclusa considerand urmatoarele curbe de interactiune plastica:

Curba de plastificare AISC-LRFD (Fig. 4.1), care poate fi exprimata astfel:

(v 8M_ N 2M
QN,, 9M, ' N, 9M, 42)
(N M, N _ZM '
(ZN,, M, N, <9 M,
Curba de plastificare propusa de Zubydan (2010) (Fig. 4.1)), care poate fi exprimata:
(a) pentru profile H (b) pentru profile I
Nlp+§Mﬂp—1,N3pzo.2 %+%Mﬂp—1 N—p>0.3
A Taes (43)
(N—p) +M_p_1 N—p<0.2 (N—p) +M—p=1,N—p<0.3
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0.9
0.8
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0.6
a 05
% R
0.4 ““;;.
03 |-===- curba de interactiune plastica AISC-LRFD
02 |===-=- curba de interactiune plastica, profile H Zubydan
01 | curba de interactiune plastica, profile I Zubydan
0 curba de interactiune Orbison ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

M/Mp

Fig. 4.1 Criterii de plastificare pentru profile metalice

Curba de plastificare Orbison (Fig. 4.1)), care poate fi exprimata:

2 2 2 2
N M N M
115(—) +(—) +367 [—]| [—) =1 (4.4)
Np M, Np) \Mp
unde N este forfa axiald, N,, = Ag, este forta axiala capabild, A este aria sectiunii transversale,
o, reprezintd valoarea tensiunii de curgere a materialului, M este momentul incovoietor fata

de axa de inertie principala, M,, = Z,0, este momentul incovoietor capabil fatd de axa de inertie

principala, Z,, este modulul plastic de rezistentd pentru axa de inertie principala .

4.2.2 Plastificarea graduala

Pentru a include efectul plastificarii distribuite, modelul abordat de Zubydan (2010) este
propus, si care a fost prezentat succint in subcap. 2.4.1.2. Formularea presupune determinarea
unui modul de elasticitate tangent sau secant echivalent, utilizand relatii empirice, pentru un
element de bard supus la compresiune axiald sau incovoiere uniaxiald cu compresiune, $i
utilizarea acestuia in relatiile incrementale forta deplasare. Metoda propusa de Zubydan (2010)
poate include sau nu efectul tensiunilor reziduale conform ECCS. In functie de starea de
solicitare Intr-o sectiune transversald din otel, Zubydan propune doua curbe pentru determinarea
modulului de elasticitate tangent adimensional, si anume sectiuni transversale supuse la
compresiune axiald purd, respectiv la incovoiere cu compresiune axiald. In prezenta formulare
modelul propus in (Zubydan, 2010) este extins pentru includerea fortelor in cuprinsul barei, prin
considerarea a trei sectiuni transversale susceptibile de plastificare, doua la capete si una in camp,
Fig. 4.2. Astfel, In timpul executiei, programul identifica elementele solicitate la aceste incércari
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(cu sau fara forte uniform distribuite) si evalueazd modulul de elasticitate tangent, pe baza
relatiilor descrise anterior. Modulul de elasticitate tangent care va fi inclus 1n expresia matricei de
rigiditate va fi media aritmetica a celor trei valori.

3 Zome poteniial
plastice

............................................ r f - L
............................................ 2 Lo proteniial /
=1 i ' { plastice :
|T!'1.

Fig. 4.2 Zone potential plastice

4.2.3 Efectul local al neliniaritatii geometrice in cazul barelor prismatice

Considerarea efectului local al neliniaritatii geometrice asupra barelor cu sectiune variabila a
fost descris in cadrul Capitolului 3 al prezentei lucrari. Pentru cazul barelor prismatice (cu
sectiune constantd in lungul lor) efectul neliniaritatii geometrice locale, se ia in considerare,
pentru fiecare element, in baza functiilor de stabilitate propuse de Livesley & Chandler (1956), si
care sunt actualizate la fiecare pas de incarcare in functie de nivelul fortei axiale:

([ vsin(v) — v? cos(v)

. = 2 — 2 cos(v) — vsin(v) pentru N <0

! v? cosh(v) — v sinh(v)
\2 — 2 cos(v) + vsin(v) pentruN >0
1 v? — vsin(v) (4.5)
2 — 2cos(v) — vsin(v) pentru N <0

€2 =) vsinh(v) — v?

\2 — 2 cos(v) + vsin(v) pentruN >0

N . . " .
unde v? = L2 77 lar N este considerat pozitiv pentru compresiune.

Se observa ca solutiile numerice obtinute cu ecuatiile (4.5) sunt nedeterminate cand forta
axiala este egald cu 0. In acest caz, s-au utilizat relatiile propuse de Lui si Chen (1986), pentru
aproximarea functiilor de stabilitate cand coeficientul de compresiune este cuprins intre —2.0 <
v < 2.0.

2m?q  (0.01q+0.543) g*> (0.004 q + 0.285) ¢

C1=4‘+

15 4+ q 8.183 + ¢
_ . m?q (0.01q+0.543)g> (0.004 q + 0.285)q> (4.6)
T 4+ q 8183 + q

-90-



N N v?
Unde q= =75 - =
Euler Tz T

4.2.4 Efectul imperfectiunilor geometrice initiale in cazul barelor prismatice

Elementele structurale din otel, indiferent de calitatea in executie, dezvoltd anumite
imperfectiuni initiale care pot fi clasificate in doud mari categorii: imperfectiuni geometrice la
nivelul elementelor structurale (bare incovoiate), si imperfectiuni generate de operatiunile de
montaj (neverticalitatea elementelor).

Pentru considerarea efectului local al imperfectiunilor geometrice initiale, in studiile
intreprinse de autor, s-a luat in considerare elementul de bara curbat in configuratia
premergatoare incarcarii, considerand o forma sinusoidald, dupa cum se poate observa in Fig.
4.3.

Q 1

IlHHHU_IHHIHI.HHHHLHFHHHHHHH_IL

, Poeitia deformata S .
¥ A Selomaa Configuratia inijiali

. o . M
e —~._ Bl u AL
= e

Mi -{ ¥al|=
|

Pozitia nedeformats
Fig. 4.3 Element de bara cu imperfectiuni geometrice locale inifiale
In consecintd deformatia totald poate fi exprimati :
y=Yet Yo (4.7)
unde y, este deformafia cauzatd de fortele exterioare si y, = f, L sin (”L—x) este deformatia

cauzata de imperfectiunile geometrice initiale.
Pornind de la teoria lui Timoshenko (1961), Gu & Chan (2005) includ efectul
imperfectiunilor geometrice initiale n ecuatia diferentiald de echilibru:

d’y d’y, d’y.  M(x)

dx? dx? dx?  EI(x)
Impunénd conditiile de rezemare, se deduce deplasarea transversald intr-o sectiune curentd x a
barei:

(4.8)

sin(al — ax) x sin(ax) «x q . TX
y(x) = - MyA [—Sil’l((ZL) - (1 - Z)] + MyB (sin(aL) - Z) + 1—q fyL sin (T) (49)

Unde a = \/g este factorul de compresiune si g =

este factorul de incarcare axiala
Euler

adimensional.
Derivand ecuatia (4.9) 1n raport cu x si exprimand rotirile la capete, se pot deduce expresiile
momentelor Incovoietoare la capetele barei:
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Ml] _E () [91] E COfy
M, T L [Cz Cl] 0, + L _COfy (410)

Unde ¢y, ¢4, c, sunt functii de stabilitate propuse de (Oran, 1973) si (Chan & Gu, 2000) si care
sunt date in Anexa A.

4.2.5 Integrarea ecuatiei diferentiale a fibrei medii deformate. Ecuatia momentului
incovoietor in sectiunea curenta pentru bara prismatica

Pentru elementul de bara, din Fig. 4.3, supus la efortul axial N, fortd concentrata Q si forta
uniform distribuita ¢, momentul incovoietor in sectiunea x poate fi exprimat :

M) = Ny + ~ qx(L )+M(x 1)+Mx+ & o<x<lL
xX) =Ny qu X a\yp BT QL' SXs c

_ 1 X X Cx 4.11
M(x)—Ny+§qx(L—x)+ MA(Z—1)+MBZ+Q<T—x+L—c>, L—c<x<L ( )
Se cunoaste cd ecuatia axei medii deformate, In domeniul micilor deplasari, are forma:

2 2 2
M

dx? dx?  dx? _El(x)

Tinand cont de ecuatia axei medii deformate si inlocuind y = y, + yo si ¥o = f, L sin (?)

obtinem :

. 1 s 1 x x Cx

y (x)=—E[N(ye+ fyLsm(T))+ qu(L—x)+ MA(Z_1)+MBZ+QT]’ 0<x<L-c (413)
y”(x)=—E[N(ye+ fyLsin(?))+%qx(L—x)+ MA(%_1)+MB%+Q(i—x_x+L_C):|’ L-csxsl

A . - N . n .
Tinand cont de factorul de compresiune axiald, a? = T S rearanjand obtinem:
z

" 5 1 . Tmx 1 X x Cx
y +“Ye=_EN fyLsm(T) +qu(L_x)+MA(Z_1>+MBZ+QT' 0<x<L-c

5 1 . Tmx 1 X x Cx (4 14)
V' + aty, = —E[N(fyLsm(T)>+ 5 ax(l—x) + MA(Z—1>+MBZ+Q(T—JC+L—C)], L-—c<x<L
Solutia generala a ecuatiei diferentiale este:
Ve =Y + Ve (4.15)
Unde y? este solutia generald a ecuatiei omogene si care se poate alege sub forma:
y2 = A; sin(ax) + A, cos(ax) (4.16)

Iar Yy, este o solutie particulard a ecuatiei neomogene si care se poate alege dupa forma
membrului drept al ecuatiei. Astfel, solutia ecuatiei diferentiale se poate scrie:

a’f,l>  mx (4.17)
Y 2sm(L)

v, = A, sin(ax) + A, cos(ax) + T
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L q+M( 1)+Mx+ Cx] 0<x<lL
N |7 x a\7 BT QL , 0sx<L-c
_ af, L} o mx
v, = A sin(ax) + A, cos(ax) + ﬁsm (T) -
L e S & +M( 1)+M + (Cx +L )] L—c<x<L
N qu x al\Z B Q x c c<x<

Pentru a determina constantele de integrare, se impun urmatoarele conditii:

e conditii de deplasare nula la capetele barei, y(0) =0, y(L) =0
e conditii de continuitate in punctul de aplicare al sarcinii Q unde elementul de bara descris
de cele doud expresii din Ecuatia 4.17 au aceesi deplasare si o tangentd comuna y(L —

dy dy
c—0)=y(L—c+ — .
)=¥( 0), dxl—0)—0  axl—c)+o

Rezolvand sistemul de ecuatii, deducem expresiile constantelor de integrare care au urmatoarea
forma:

A = N sin(aD) [MB + M, cos(al) + %(1 — cos(al)) + gSin(ac)]

4= (L -m,)

N 2
- —a Q (4.18)
A=y sin(aL) [ g+ Mycos(al) + (1 —cos(aL)) — —cos(aL) sin(a(L — c))]
1
Ay = N(% - MA) + %sin(a(L —-¢))

Dupa inlocuirea constantelor de integrare in Ecuatia 4.15, ne rezultd urmdtoarea expresie a
deplasarii intr-o sectiune curenta:

i —_ i 2 3
Y(x)z_MA[M_(1_5)]+MB<STn(ax)—f)+na fy L sin(E)—q—x(L—x)-q-

sin(al) L sin(al) L 2—q2]2 L 2N
1
q |cos (j al — ax) Q [sin(ac) sin(ax) acx
Na? 7(:05(%%) —i ﬁ[—sm(am _T] » O=sxs=l-c
B sin(aL — ax) x sin(ax) x a’f, P mxy  gx (4.19)
Y0 = =My [ sin(alL) B (1 B Z)] +Mp (sin(aL) B Z) + 7z — g2z (T) 2N L=x)+
q |cos (% al — ax) sin(a(L — ¢)) sin(a(x — L)) a(L —c)(L—x)
7 B N[ L + L ] o Lmesxsl

a cos (? aL) a sin(aL)

Derivand de doua ori, obtinem expresia momentului incovoietor in sectiunea curentd, pentru bara
cu sectiune constanta:

sin(al — ax sin(ax Nf, L m? X
(_ ) + Mg — (ax) fy sin (—) +
sin(al) sin(al) w2 — a?l? L

1
cos (2 al — ax) 1] N Q sin(ac) sin(ax)

cos (% al a sin(alL)

M(x) =—M,
(4.20)
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sin(al — ax) sin(ax) ~ Pf,Lm? X
M =-M in (==
) 4 sin(al) Bsin(al) ~ m? — a?l? sm( L ) +
1
+i cos (Q‘ZL - ax) 1l gsin(a(L —¢)) sin(a(L — x)) L c<x<l
2 : ) = =
a cos (% aL) sin(aL)

4.2.6 Efectele de ordinul al Il-lea asupra fortelor nodale echivalente pentru bara
prismatica

Pentru a obtine rotirile la capetele barei, Ecuatia 4.20 se deriveaza o data si tindnd cont ca
6, = y'(0) si 5 = y'(L), avem:

0. - My[acos (al) 1 MB< a 1) a’f,L?m
A7 N[ sin(al) L sin(al) L w2 — a?L?
L L i
q ac.os(a)_ .cx q__gs?n(ac)_s’ 0<x<L—c
Na?| sin(al) sin(alL) 2N P |sin(al) L
(4.21)

0. — My« ] Mg (acos(al) 1 azfyLG
BTN sm(aL) L sin(aL) L w2 — a?L?

cos(aL L— L—

_q a.s(a) Q sin(a( c)) c’ L—c<x<L
Na?| sin(al) sm(aL) 2N P sin(al) L

Inversand relatiile (4.21), obtinem relatia forta-deplasare la nivel de element raportat la sistemul
coordonatelor de baza pentru o bara cu sectiune constanta:

(E_ €1~ C2 __65
Mg _ [\ mfyL 2 aLl? | cte
Mg| ™~ (ﬁ EIy ,Tz_asz ) + 12 6 +
CZ L 2 ci1tcy
L—c
oL o) [Z sin(al) — sin(ac)] - [ sin(aL) — sin(a(L — c))] (4.22)

t+ 7 —
a?L sin(alL) —¢ [L c sin(aL) — sin(a(L — C))] tc E sin(aL) — Sin(ac)]

Iar simbolic relatia (4.22) se poate scrie:

I\AZ:] = ko [Z‘;] t foot fat fo (4.23)

Unde fy, fo $1 fy0 sunt fortele nodale echivalente din incarcarile uniform distribuite, incarcarea
concentratd, respectiv imperfectiunile geometrice initiale.
5
f — ﬂ |_ €1 + C2 |
77 12 6
¢t ¢ (4.24)

€1~ C2
fyO - ZPT[Z—G!ZLZ [_ C1— C

2

-94.-



oL o) E sin(al) — sin(ac)] —-c [%sin(aL) —sin(a(L — c))]
fo= a?L sin(alL) - [LL;C sin(alL) — sin(a(L — c))] + ¢, Esin(aL) — sin(ac)]

Valorile fortelor taietoare la capetele barei, tindnd cont de efectul fortei axiale in lugul

elementului, se pot calcula, conform (Barsan G. , 1978):
o (c cg+ ¢, J[2c—L ) ) ]}
Ty=P {L + Llsin@D| 1 sin(alL) + sin(a(L — ¢)) — sin(ac)

Tg=0Q—Ty

(4.25)

Modalitatea de obtinere a relatiei fortad-deplasare pentru barele cu sectiune variabila au
fost discutate detaliat in capitolul II1.

4.2.7 Efectele curbei de interactiune plasticd asupra matricei de rigiditate si a fortelor
nodale echivalente

In prezenta lucrare modelul propus in (Chiorean C. G., 2006), (Chiorean C. G., 2009),
(Chiorean, Tarta, Marchis, & Buru, 2012) ce exprima relatia forta-deplasare la nivel de element
in conditiile formarii articulatiilor plastice la capete elementului si in cuprinsul acestuia este
extins pentru considerarea barelor cu sectiune variabila coroborat cu considerarea efectelor de
ordinul al II-lea in exprimarea momentelor incovoietoare si a imperfectiunilor geometrice in
lungul elementului. Astfel, ecuatia de constringere impusa pentru o bara cu articulatie plastica

TSR]

formata la capatul “i” poate fi exprimata astfel:

alAM; = yAN (4.26)
De unde rezulta AM; = EAN =eAN,unde e = g = %-
(a) (b)
curba de interactiune plastica AISC - LRFD curba ¢ eractiune plastica Orieon
A
™ Q B=cla(Y)= AN
AN
AN . :_T =
| |
| |
I
| |
| |
| |
1 |
AN g

Fig. 4.4 Criteriul de plastificare: (a) liniar ((AISC), 1994), (b) neliniar (Orbison, McGuire, & Abel, 1952)

Coeficientul “e” se calculeaza astfel:
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e Pentru curba de plastificare AISC-LRFD

N  8M 1 ,81AM AM 9M N _2M

4ot =1 — o= =2 D >22

Np = 9Mp | o . Ny 9MpAN _. ¥ 8 Np Np — 9Mp (4.27)
N oMy aN 1 1am_ AM _ 1My N .2M ’
2Ny, M, 2N,  Mp AN AN 2Ny’ Ny 9M,

e Pentru curba de plastificare Orbison

AM _ My -M*

AN Ny — N*

Se calculeaza (M*,N*) astfel incat combinatiile de eforturi (M*, N},), (M, N*) sa respecte
curba de plastificare.

unde (M, N;) sunt eforturile in sectiunea plastificata la pasul “k”.

» Se scrie ecuatia curbei de plastificare cu necunoscuta in M:

2 2
M N
(M_,,> [1 +3.67 <N_,,) ] =1- 1.15( (4.28)
» Se scrie ecuatia curbei de plastificare cu necunoscuta in N:
N 2 M 2 M

Relatia incrementala forta-deplasare pentru un element de bara care tine cont de plastificare unei
sectiuni incluzand aici si fortele nodale echivalente poate fi exprimata:

Asy = Ky op Aty + Agyp (4.30)
Unde k., siAq,, sunt matricea de rigiditate tangentd si vectorul fortelor nodale echivalente

[ZEEN

pentru un element cu o articulatie plastica formata la capatul “i”:

kr,ep =T (TchrTc) -1 TCT
AQrp =T, (TchrTc) -1 TchrAQT
Unde f, = k;! reprezintd matricea de flexibilitate a elementului de bara care tine cont de efectele

(4.31)

neliniaritatii de material si geometrice locale, dupa cum au fost descrise in subcapitolele
precedente.

Matricea de transformare T, introduce corelatia necesara intre eforturi pentru satisfacerea
conditiei de plastificare cand o articulatie plastica este formata, Fig. 4.4.

[1
e Pentru o bard plastificata la capatul “i” T, = |e;

K (4.32)

—_

e Pentru o bara plastificata la capatul “§” T, = |0

ere oo

(4.33)

1
e Pentru o bard plastificata la ambele capete T, = ei] (4.34)
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Metoda de analizd abordata poate fi aplicata chiar daca o articulatie plastica este formata
in lungul elementului. Daca avem cadrul din Fig. 4.5, incarcat cu forta uniform distribuita si

presupunand ca in sectiunea “£”  si la capatul “j” s-au format articulatii plastice, ecuatiile de
constrangere impuse sunt:

{AM(E) = e; AN 435)

Unde AM(E) este incrementul de moment incovoietor in pasul de incércare curent si care poate
fi evaluat, in cazul barelor cu sectiune constanta, cu expresia:

inv(1-¢) invé\ AqEI (sinv(1-¢) sinvé
AM({):AML. <smv )+AMJ<San >+ q <smv +smv _1> (436)

sinv sinv N sinv sinv
sau, in cazul barelor cu sectiune variabila cu expresia:

AM(E) = AMi [ M;(9) + ¥ M3(O) + v, M3(D] + AMj [, M3() + ¥,, M5(8)]
+ [T + Py M3 + P,y M5()] (4.37)

_ M e _ Am;
T AN T T AN

Iar %3

s Tty

AM T g b
T .
e 1 .
., ] 1L . E
PR TR T, HIMLH AN ANIS
—i— r ATH
i ATy
) E=x/L
R R LA bbb
—
AMz L Ay aM3

e e Ty Ry f

[ -
'anzd 5/ AN
AT
‘ AT

Fig. 4.5 Cadru incarcat cu fortd uniform distribuita

Relatia incrementald incarcare-deplasare pentru un element de bara incluzand si fortele nodale
echivalente poate fi exprimata:

As, = Ky op Ay + Agyp (4.38)
Unde k¢, $i Agy, sunt matricea de rigiditate tangentd si vectorul fortelor nodale echivalente

TR}

pentru un element cu o articulatie plasticd formata la capatul “i” si in lungul elementului:

kr,ep = TC(TchrTc) -1 TCT

. A _ . (4.39)
Aqrp = Te(T f;Te) 7 T frBgr + A — Te(TE £.T) 71 TE f49
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0
0

r 1
| |
A=\ G + Py My© + Py M3©|
| Py, M5 + 1y, M3 |

(1342

o Pentru o bara plastlﬁcata la capatul “j” si in lungul elementului:

]
el(lplz MZ(E) + ¥, M3(f)) I
c (Ml(s‘) + 1 M) + ¥y, M3(§))J

€j
; (4.44)

q m(f) + ¢13 MZ(E) + ¢23 M3(f)|
Ml(f) + lpll MZ(E) + ¢21 M3(§)J

e Pentru o bara plastificata doar in lungul elementului:

[ L 0 1
| 0 1 |
T=| e M+ Py M@+, M3
[y, M3®) + ¥,, M3(®) Y, M3+ ¥,, M3 ] (4.45)
0

1
0 |

[
|

A=l g + Py My + Py M3©|
I Y, My + ¥y, M3 |

unde

Mi()=¢"=1

M3 = &'+ 8 +ya & +ys &+ +ywrr VT
M3 = & +va & v & +vs &+ o+ vy V7
(&) =238 + 2, §* + A5 £ + -+ Ayrp §VTF

¥Yn» Vn s pot evalua cu relatiile (3.60) iar 4, se evalueaza pentru un pas de incarcare astfel:

A = —AqLPapg) — XI5 — 1) A An-iy = NL? Az
n nn—1)a,
_ N — —Aqlfey
M=04=0 4 = =5
lar
( T = —Aq I? a,
! 23 2 a,
|7 - T ) + 20 vy
13 M (1)

unde a (&) = EI(§) = YNTF o, &n.
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4.2.8 Matricea de rigiditate elasto-plastica

Matricea de rigiditate elastica a elementului de bara, cu sectiune constanta sau variabila,
poate fi pusd In evidentd prin inversarea relatiei deplasare-forta (4.21, respectiv 3.67) , in
sistemul de coordonate de baza, sub forma simbolica:

kv kiz ki3
k, = _ ks, k23 (4.46)
sim. k33

Matricea de rigiditate elasto-plastica poate fi evaluata cu relatia:

kr,ep =T, (TchrTc) -t TCT (447)
Unde T, este matricea de transformare, evaluatid conform subcapitoului precedent, iar f. = k;!
reprezintd matricea de flexibilitate a elementului de bara.
In baza procedeului descris, se poate determina matricea de rigiditate elato-plastica pentru un
element de bara cu articulatii plastice formate si care sunt detaliate in Anexa B.

4.2.9 Includerea efectelor conexiunilor flexibile in calculul elasto-plastic de ordinul al II-
lea

Modelarea conexiunilor semirigide se face prin includerea unui resort de rotatie de
dimensiune 0 intre grinda si stalp, avind rigiditati de rotire Ri, Rj care pot varia intre zero (capat
articulat) si infinit (capat perfect incastrat). Efectele fortei axiale si al fortei tdietoare sunt
neglijate in analiza, fiind foarte mici comparativ cu cel cauzat de momentul incovoietor. Modelul
de calcul considerat, pentru includerea efectelor conexiunilor semirigide asupra matricei de
rigiditate tangenta si vectorului fortelor nodale echivalente, este cel propus de Chiorean (2009).

i By e M
{7 NN
- - - - < ---- - 3~9)
Ri ' '

r
1
I
o -
M1 e B 'IR‘.
- h =4 y
n
—~n b 0 |—

Fig. 4.6 Element de bard cu conexiuni semi-rigide

Se considera o bara dreaptd, legata in noduri prin legaturi elastice punctuale care permit numai
rotiri, avand rigiditatile de rotire R, R;, conform Fig. 4.6; relatia incrementald forta-deplasare
poate fi scrisa:

A5(23«71) = ksem(ZxZ)Aun(le) + A‘?sem(le) (448)

Unde kg, reprezintd matricea de rigiditate a elementului de bard incluzand atat efectul
neliniaritatii fizice cat si efectul neliniaritatii geometrice locale (P-8) si al conexiunilor
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semirigide, iar Aq,,, reprezintd vectorul fortelor nodale echivalente la noduri cu considerarea
efectelor amintite mai sus si care pot fi exprimate astfel:

-1
ksem(2x2) = [kr(2x2) - kr(2x2) (kr(2x2) + ksc(ZxZ)) kr(ZxZ)] (449)

-1
Aqsem(le) = ACqu(2x1) - kr(2x2) (kr(2x2) + ksc(ZxZ)) Aqeq(le) (450)

Matricea k, reprezintd matricea de rigiditate a elementului ce include efectele neliniaritatii fizice
si geometrice, dupd cum s-a descris in subcapitolele precedente, iar Aq., reprezinta vectorul
fortelor echivalente la noduri incluzand aceleasi efecte, in conditiile prinderii barei in noduri cu
conexiuni rigide (Ry, R¢= «); k. reprezinti matricea de rigiditate a conexiunilor semi-rigide
care poate fi exprimati kg, = diag (R, R,]() unde R}, R,jc sunt rigiditatile conexiunilor pentru axa
principald de inerfie pentru nodurile “i” si “j”. Matricea de rigiditate Kgepm(2x2) NU include
gradul de libertate corespunzator fortei axiale, el fiind adaugat, ulterior, pentru a rezulta o matrice
de rigiditate de 3x3 pentru un element in plan.

Daci conexiunile au o comportare liniar-elasticd, atunci rigiditatile R, si R{ ale
conexiunilor sunt constante. In cazul in care insi, comportarea este neliniard, atunci aceste
rigiditati sunt variabile, depinzdnd de nivelul de solicitare al conexiunii. Pentru a modela
comportarea neliniara a conexiunilor se considera pentru relatia moment-rotire o familie de curbe
determinatd experimental si aproximatad in functie de momentul capabil limitd al conexiunii M,,
de rotirea relativa 0, si rigiditatea inifiald Rjy a acesteia (Chiorean C. G., 2009). Astfel, momentul
incovoietor adimensional in sectiune, poate fi evaluat cu urmatoarea relatie:

M 0

== 4.51
"M, T A renim 4.51)
sau, dacad exprimam rotirea:
0 = m (4.52)
(1_mn)1/n
6 . . R . .
Unde 6 = B—T , M este momentul incovoietor in conexiune , M, este momentul ultim al
0

conexiunii, n este un parametru de forma, 6, este rotirea relativd intre grinda si stalp, 6, este
rotirea de referintd definita M, /Ry; si Rj; este rigiditatea initiald a conexiunii. Rigiditatea
tangenta R, corespunzatoare unei valori arbitrare a rotirii 8, se poate evalua facand derivata lui M
in raport cu 6, :

== - = - 4.53
Rk - d_er - 90(1 + 0n)1+1/n - Rki (1 + en)1+1/n ( . )

Inlocuind 6 din relatia (4.52) in relatia (4.53), Ry; devine :
Ry = Ry (1 — m™)t+/n (4.54)

Unde Ry; este rigiditate inifiald a conexiunii §i care poate fi exprimata in functie de factorul de
“fixare” g;:

_4El, 3y
UL Al -go
Iar din ecuatia (4.55) se poate obtine factorul de fixare:

(4.55)
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1
" 1+ 3Ely /Ryl
Se poate observa ca coeficientul de "fixare" g; ia valori intre O si 1; 0 pentru o conexiune perfect

gi (4.56)

articulata si 1 pentru o conexiune perfect rigida.
Urmand acest procedeu, se poate determina rigiditatea tangenta intr-un nod
momentul incovoietor M; din conexiune.

"
l

, in functie de

Rj; = 39y (4.57)
L 4(1-g,)
Unde n(M;) =m= (1—mM*/n este un factor de reducere al rigiditatii
conexiunii.

4.2.10 Matricea de rigiditate si vectorul fortelor echivalente pe noduri in sistemul de
coordonate local

In cazul analizelor incrementale, pentru a nu se induce tensiuni suplimentare datorita
rotirilor de corp rigid, relagia de echilibru incrementala forta-deplasare va fi exprimata in sistemul
de coordonate de baza a elementului astfel:

ASr(3xl) = kr(3x3) 'Aur(3x1) + A‘17‘(3%1) (4.58)

unde k, si Agq, sunt matricea de rigiditate tangenta si vectorul fortelor nodale echivalente,
tinand cont de efectul neliniaritdfii de material, geometrice locale si al imperfectiunilor
geometrice inifiale, dupa cum s-a descries in subcapitolele anterioare.

In continuare, matricea de rigiditate a elementului, in sistemul local, poate fi obtinutd, in
domeniul micilor deplasari, printr-o transformare liniara intre coordonatele de baza si cele locale
ale elementului.

Considerand elementul de bara din Fig. 4.7, se pot exprima relatiile de echilibru static astfel:

Aurzx1y = T(axe) " AlU(ex1) (4.59)

As(ex1) = Tlexz) * ASr(zxn) + Aq(ex) (4.60)

AST(3X1) = [P m; mj]T (461)

unde Asgxy=[Ni Ti M; N; T; M,y]” (4.62)
L L 1

Aq(ex1) = [0 q? 0 0 q? 0] (4.63)

unde matricea liniard de transformare T are urmatoarea forma:

-1 0 0 1 0 0
] (4.64)

T(3x6):[o 1/L 1 0 —1/L 0
0 1/L 0 0 —1/L 1
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im, {m
s - - .:f_
N
:rll.
i M, M
LT iT,
' P
= E ] - -
M, N

Fig. 4.7 Sistemul de coordonate de baza si cel local al elementului de bara
Folosind ecuatiile 4.59 —4.64, relatia incrementald fortd-deplasare devine:

As(ex1) = T(Texg) : kr(3x3) 'T(3x6) 'Au(sxl) + T(T6x3) 'AQr,eq(3x1) + AQ(sxl) (4.65)
Unde matricea de rigiditate k;(ex6) $i vectorul fortelor nodale echivalente Aq;(gx1y in coordonate
locale pot fi exprimate:

Ki(exe) = T(T3x6) 'kr(3x3) “T(zxe) (4.66)
Ady g1y = Taxe) * Dr(axn) + Bd(exn) (4.67)

4.3 Efectul global al neliniaritatii geometrice

Modificarea configuratiei geometrice, ca urmare a actiunii fortelor exterioare, induce
tensiuni suplimentare in elemente ceea ce afecteaza rigiditatea globala iar mecanismul de cedare
poate aparea ca urmare a pierderii stabilitatii structurii, si nu din epuizarea capacitdtii portante.
Prin urmare, pentru determinarea raspunsului real al structurii, considerarea in calcul a
deplasarilor si rotirilor de dimensiuni finite este foarte importanta. Actualizarea pozitiei nodurilor
structurii si a elementelor se face, in programul EPASS, prin formularea Lagrangiana actualizata
care, pentru calcularea fortelor interioare si a deplasarilor incrementale, considerd ultima
configuratie geometricd a structurii. Prin urmare, la rezolvarea ecuatiilor de echilibru fortele
exterioare, care actioneaza pe element, se rotesc urmarind rotirile de corp rigid in timp ce
valoarea lor raimane neschimbatd (Yang, s.al., 2003).

4.3.1 Reactualizarea configuratiei geometrice a structurii

Reactualizarea configuratiei de echilibru, presupune actualizarea pozitiei nodurilor structurii,
recalcularea cosinusilor directori, respectiv a lungimilor barelor. Astfel, matricea de rotatie va fi
actualizata la fiecare pas de incarcare iar ecuatiile de echilibru vor fi exprimate pe forma
deformata a structurii.
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[cos®t(a) —sin®tl(a) 0 0 0 0]
sin**1(a)  cos**l(a) 0 0 0 0
gk+i—| O 0 1 0 0 0 4.68
0 0 0 cos**l(a) —sintl(a) 0 (4.68)
0 0 0 sin**(a) cos**(a) 0
0 0 0 0 0 1-

unde:

JE— yk
sinf*1(a) = sin <arcsin< JLk+1 = > + a)
Kk .k
xF — x!
cos**(a) = cos <arccos <—]Lk+1 - > + a>

[t = \/(x}‘ — )+ (v —yE)
Lk+1

este lungimea barei actualizata considerate in analiza in pasul k+1, iar xJ, x, yf, yf sunt

coordonatele nodurilor la inceputul pasului k+1.

Configuratia initial 3

X

Fig. 4.8 Efectul global al neliniaritatii geometrice
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4.3.2 Matricea de rigiditate geometrica

In calculul simplu incremental, fortele neechilibrate nu sunt disipate integral in interiorul
fiecarui pas de incarcare. Prin urmare, valoarea cumulatd a acestora nu mai poate fi neglijata
deoarece va estima gresit capacitatea ultimd de rezistentd a structurii. Din acest motiv, in
literatura de specialitate, se recomanda includerea matricei de rigiditate geometrica:

e Pentru un element supus la efort axial

0 0 0 0 0 O
0 P 0 0 P 0
L L
ko0 000 0 0
P™fo 0o 0o 0 o0 o0 (4.69)
0 P 0 0 P 0
L L
0 0 0 0 0 O
e Pentru un element supus la incovoiere uniaxiala cu efort axial
Mi + M] Mi + M] ]
¢ 0 0 T 0
M; + M; J2 M; + M; P .
L? L L? L
I = 0 0 0 0 0 0
b M; + M; M; + M; (4.70)
T 0 0 T 0
M; + M; J2 M; + M; P .
L? L L? L
0 0 0 0 0 0-

4.4 Algoritmul de analiza neliniara. Aplicatia EPASS

Conform formularii matematice prezentate in subcapitolele precedente, s-a realizat un
program de calcul, EPASS (Elasto-Plastic Analysis of Steel Structures), pentru determinarea
raspunsului neliniar al cadrelor plane din otel alcatuite din bare cu sectiune constantd sau
variabila, cu considerarea concomitentd a neliniaritdtii de material, a efectelor neliniaritatii
geometrice locale si globale, a imperfectiunilor initiale geometrice si mecanice, a deformatiilor
de lunecare transversald, precum si comportarea neliniard a conexiunilor flexibile dintre bare si
utilizarea unui singur element pe bard. Modelarea comportarii elasto-plastice are la baza
conceptul de articulatie plastica cu respectarea criteriului de plastificare dupa formarea unei
articulatii plastice. Sectiunile se considerda a avea o comportare perfect plastica, dupa formarea
unei articulatii plastice; nu se ia in considerare descdrcarea si nici reconsolidarea materialului.
Incarcari uniform distribuite pe bara pot fi incluse direct in analizi firi a fi necesara divizarea
barei in mai multe elemente, zonele potential plastice fiind considerate la capetele elementului
precum si in lungul lui. De asemenea, pentru a surprinde cat mai corect comportamentul real al
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structurii, degradarea graduala a rigiditatii elementelor, ca urmare a dezvoltarii zonelor plastice,
poate fi inclusd in modelul de analizd prin considerarea modulului de elasticitate tangent,
conform formularii propuse de Zubydan (2010). In baza acestui procedeu efectul plastificarii
distribuite n lungul elementului se considerd printr-o valoare medie a modulului de elasticitate
tangent calculat in trei sectiuni caracteristici in lungul elementului.

Programul a fost dezvoltat de autor in mediul de programare Matlab 7.11, pentru sistemul de
operare Windows 7 Professional. Calculul este simplu incremental, rezolvarea fiind condusa in
metoda pasilor controlati de incarcari cu cresterea incrementald a fortelor exterioare, surprinderea
efectelor “snap-back” si “snap-through” si nici a flambajului lateral nefiind posibila.

4.4.1 Etapele metodei

Algoritmul de baza de conducere a analizei neliniare este prezentat in Fig. 4.9, rezolvarea
ecuatiilor de echilibru static facandu-se cu metoda simplu incrementald cu control in fortele
exterioare. In continuare sunt descrisi pasii parcursi de program pentru evaluarea raspunsului
structurii:

1. Date de intrare:

e Pozitiile geometrice ale nodurilor structurii, ale elementelor si orientarea lor

e Caracteristicile sectionale si de material ale barelor

e Legaturile interioare si exterioare

e Incarcirile concentrate in noduri si cele care actioneaza in cuprinsul barei (daca exista)
2. Setarea parametrilor analizei:

e Stabilirea dimensiunii pasului de incarcare

e Alegerea curbei de interactiune plastica, AISC-LRFD, Orbison sau Zubydan

e Includerea sau nu a efectelor imperfectiunilor mecanice si/sau geometrice initiale, a
deformatiilor de lunecare din forta taietoare

e Modelarea comportarii elasto-plastice In baza conceptului de articulatie plastica sau in
ipoteza dezvoltarii zonelor plastice

e Considerarea sau nu a conexiunilor semirigide, precum si alegerea modelului de
comportare (liniar sau neliniar); introducerea rigiditatii initiale, a momentului incovoietor
ultim si a factorului de forma pentru fiecare conexiune

e Dacd structura contine si elemente cu sectiune variabila: stabilirea metodei de
determinare a matricei de rigiditate (procedeul practic conform Subcap. 3.3 sau abordarea
in serii de puteri, conform Subcap. 3.4); alegerea metodei de integrare (Simpson 3/8,
Gauss Legendre, Gauss Lobatto), alegerea numarului de puncte de integrare n lungul
elementului NP, precum si numdrul termenilor NTF pentru evaluarea expresiei
momentului incovoietor M(x)

3. Pasii parcursi in interiorul unui pas de incarcare:

e Actualizarea matricei de rigiditate a elementului k,p, in coordonate de baza
e Actualizarea caracteristicilor conexiunilor flexibile, daca este cazul. Calcularea matricei
de rigiditate ke,
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e Actualizarea matricelor de transformare T si de rotatie R

e Asamblarea matricei de rigiditate tangentd globala Kr

e Evaluarea fortelor nodale echivalente, din forte exterioare pe bard, f;, fp; din
imperfectiuni geometrice inifiale, fy,0; din plastificarea unei sectiuni la capetele barei
Aqy,, sau/si in lungul elementului AG; din conexiuni flexibile Aqgerm,

e Rezolvarea sistemului de ecuatii de echilibru pentru pasul incremental k+1:
Kr* * AUX"! = AF*. Evaluarea vectorului deplasarilor si rotirilor nodale si al reactiunilor in
baza incrementale si totale

e Determinarea eforturilor incrementale As*"’ si a eforturilor totale maxime (la capetele
barei si in lungul ei1), tindnd cont daca elementul contine sectiuni plastificate = ¢ +
A

e Corectarea eforturilor sectionale si reactualizarea modulului de elasticitate tangent, daca
se considerad simularea dezvoltarii zonelor plastice

e Verificarea conditiei de interactiune plasticd. Dacd s-a depdsit limita elastica, se

< : . o AM .
evalueazd matricea de transformare care contine coeficientii ¢ = ctga = —, constanti

pentru curba de plastificare liniara si variabili pentru curba neliniara

e Se verifica dacd matricea de rigiditate este singulard (mecanism local) sau daca structura
cedeaza din conditii de stabilitate (deplasdri mari)

e Dacad nu avem mecanisme se verificd dacd s-a depasit numarul maxim de incremente
specificat

e Reactualizarea pozitiei nodurilor structurii, a functiilor de stabilitate si de formad pentru
coeficientul de compresiune in pasul curent de incarcare.

Pentru includerea efectelor imperfectiunilor geometrice initiale s-a implementat o etapa
corector care verificd echilibrul intre fortele interioare si cele aplicate pe structura, care va fi
prezentata sub forma unei scheme logice in Fig. 4.10, fiind prezentatd mai detaliat in (Chiorean
& Marchis, 2016).
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Pentru fiecare increment

Date de intrare

Setare parametrii
analiza

v

Configuratia geometrica a structurii
Caracteristicile sectionale, de material, de incarcare
Legaturi interioare si exterioare

v

Dimensiune pas de incarcare

Curba de interactiune plastica

Modelul de comportare elasto-plastic, AP sau ZP
Includerea sau nu a efectelor imperfectiunilor initiale
geometrice sau mecanice, conexiunilor flexibile,
deformatiilor de lunecare transversala

Parametrii pentru evaluarea matricei de rigiditate, daca
sunt elemente cu sectiune variabila

Evaluare matrice
de rigiditate

V

Reactualizarea matricei de rigiditate tangenta
k; sau ki, si a matricei de rigiditate geometrica kp

v

Reactualizarea matricelor de transformare T si de rotatie R,
Evaluarea matricei de rigiditate locala k;
Asamblarea matricei de rigiditate tangenta globala K

\

Reactualizare vectorului fortelor nodale incrementale
echivalente din incarcari exterioare concentrate sau
uniform distribuite pe bara, plastificarea unei sectiuni,-

conexiuni flexibile

Rezolvarea sistemului de ecuatii de echilibru pentru un
pas incremental

Kt AUM! = AF

Evaluarea vectorului deplasarilor si al reactiunilor

incrementale

Evaluarea eforturilor incrementale la capetele barelor
Askﬂ

Evaluarea eforturilor totale la capetele barelor

$1= ¢+ A" §i in lungul elementului s(x)*"!

Corector pentru conditiile
de compatibilitate si

< includerea imperfectiunilor
geometrice initiale

AN

v

S-a depasit numarul de

incremente specificat?

Nu . . Da
S-a plastificat vreo sectiune? |
Memorare sectiune plastificata
AM
Evaluare e= ctgo=—
Mecanism?
Nu

Fig. 4.9 Schema logica a metodei incrementale pentru analiza statica neliniara a cadrelor plane
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b

Pentru fiecare iteratie

fI-1=0 _ k-1
Avand cunoscuta matricea de rigiditate T r:

Se evalueaza vectorii deplasariilor si fortelor nodale incrementale:

wha / o f i
A =TAW A% =R/ AT +Ag/ !

i w1, e
Se evalueaza fortele nodale totale S =5 " +A%

Y

3
Se evalueaza deformatiile totale, asociate starii de solicitare Sr
determinata anterior si tindnd cont de efectul imperfectiunilor
geometrice initiale prin utilizarea relatiilor neliniarea pentru
evaluarea momentului incovoietor de ordinul al II-lea

Find el on = W7 EAYY e mtTerimiY =T rgan]

Y
Se actualizeaza matricea de rigiditate si vectorul

I{g ;'!I.'-qr'l

fortelor nodale echivalente

Vv

Se actualizeaza valorile deformatiilor totale, pe baza
deformatiilor obtinute in iteratiile precedente

A (x) = (x)-F,_ (x)

Y
Se evalueaza vectorul deplasarilor incrementale
asociat starii de deformatie obtinuta anterior

1 0
(1x2)

L ~
AT/ = [B7A%;(x) b=
n [2x1) (2x2]

v

Se evalueaza vectorul deplasdrilor reziduale
A, = Al - audte)

Se evalueaza vectorul fortelor nodale neechilibrate
fﬁ:J- -k T !

== 41

Se evalueaza fortele nodale totale S
§471 =61 L A% + 5T

Se trece la urmatorul

pas de incarcare

Fig. 4.10 Schema logica a procesului iterativ din etapa corector, pentru un pas de incarcare

-109-



Procedeul practic

Date de intrare

Se alege metoda de

Abordarea in serii de puteri

exprimare a relatiei forta-
eplasare

Integrarea ecuatiei diferentiale de
echilibru a barei considerata cu un
modul de rigiditate la Incovoiere
echivalent si aplicarea relatiei
Maxwell-Mohr

Evaluarea coeficientului de
compresiune mediu v,,

al

Evaluarea functiilor a,, q,
Rezolvarea ecuatiei de echilibru de ord.

dezvoltare in serii de puteri,
determinand expresia M(&)

II-lea cu coeficienti variabili prin

Relatia incrementala deplasare -
forta la nivel de element utilizand
Maxwell-Morh:

LoaM! (x) am (x)
AH,'_]- = J‘ . dx
o OAM; ;  El(x)

V
Evaluarea rigiditatii axiale:
1
ky= ————
1 L
e ®

Prin inversarea relatiei deplasare-forta se
va obtine relatia incrementala forta-
deplasare cu evidentierea matricei de
rigiditate incrementala si a vectorului
fortelor nodale echivalente.

Rezolvarea ecuatiei diferentiale de ordinul
al Il-lea, pentru monitorizarea deplasarii in
lungul elementului

d2
El(x)d—x)z/ =—M(x)

Fig. 4.11 Schema logica a metodelor propuse pentru determinarea matricei de rigiditate

sectiune variabila
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In Fig. 4.11 este descris procedeul de calcul pentru determinarea matricei de rigiditate a unui
element cu sectiune variabila, in interiorul unui pas de incarcare, si care presupune urmatorii
pasi:

1. Se alege metoda dorita de utilizator pentru evaluarea matricei de rigiditate:

e Procedeul practic care, pentru exprimarea momentului incovoietor in lungul barei,
presupune integrarea ecuatiei diferentiale de echilibru a barei consideratd cu un modul de
rigiditate la incovoiere echivalent si aplicarea relatiei Maxwell-Mohr.

e Abordarea in serii de puteri propusd de autor, care presupune rezolvarea ecuatiilor
diferentiale de echilibru cu coeficienti variabili prin dezvoltarea in serii de puteri avand ca
principald necunoscutd momentul incovoietor. Efectele fortei axiale, al deformatiilor de
lunecare transversald, precum si al imperfectiunilor geometrice initiale pot fi incluse in
modelul de analiza.

2. Evaluarea rotirilor incrementale la capetele elementului, utilizand metoda Maxwell-Mohr:

Ad :.L[aAM[()C).AMH(X)

"4 0AM,  EI(x) @)
AO zj-ﬁAMI(x).AM”(x)dx .
73 eAM,  El(x)

unde cu indice superior (I) si (II) s-a marcat momentul incovoietor obtinut din calculul de
ordinul I, respectiv din calculul de ordinul II (efectul fortei axiale asupra momentelor
incovoietoare). Separat, se evaluarea rigiditatea axiald cu urmatoarea relatie:

1
kg = —————
a L (4.72)
fo A«

3. Prin inversarea relatiei deplasare-forta se obtine relatia fortd-deplasare si se pune in
evidentd matricea de rigiditate vectorul fortelor nodale echivalente

Avand cunoscutd expresia momentului incovoietor, se rezolva ecuatia diferentiala de
echilibru de ordinul al II-lea, pentru determinarea relatiei deplasarii barei in sectiunea curenta.

4.5 Studii numerice la nivel de bara pentru verificarea si calibrarea modelului numeric
implementat in EPASS

Pentru a demonstra eficienta §i acuratetea formuldrii analitice elaborate pe parcursul
capitolelor precedente, precum si a programului de calcul dezvoltat de autor, in continuare vom
prezenta cateva exemple numerice tratate in literatura de specialitate sau propuse in aceasta
lucrare. Exemplele de calcul discutate in aceastd sectiune se refera la elemente de bard izolate,
prismatice sau nonprismatice. Alegerea acestor tipuri de structuri este justifcatd de faptul ca
raspunsul neliniar este dominat de efectele locale ale neliniaritdtii geometrice, a imperfectiunilor
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geometrice initiale si a neliniaritatii fizice, precum si a efectului conexiunilor flexibile de
prindere a barelor. Validarea si calibrarea modelului de calcul s-a facut prin compararea
rezultatelor atat cu cele din literatura de specialitate, avutd la dispozitie, precum si cu cele
furnizate de programul de element finit Abaqus (2011) si Mastan2 (2000). Rezultatcle
comparative obtinute confirma performanta modelului de calcul elaborat si a programuiui de

calcul dezvoltat.

4.5.1 Element de bara comprimat. Efectul imperfectiunilor geometrice iaitiale locale,
considerind diferite conditii de rezemare

Acest exemplu are scopul de a demonstra eficienta metodei piopuse in surprinderea
efectului imperfectiunilor geometrice initiale in cazul barele comprimate cu sectiune constanta.
Elementul cu lungimea de 10 m are sectiunea transversalda SHS300x10.0, modulul de elasticitate
E = 205 GPa si tensiunea de curgere g, = 355 Mpa. Bara/se considera cu imperfectiuni
geometrice initiale, avind o forma sinusoidala cu amplitudiie amaxima de L/500 la mijlocul
deschiderii. Bara a fost studiatd anterior de Liu si colab. (Z014), considerand diferite conditii de
rezemare. Liu si col. (2014) propun un element lipiar Euler—Bernoulli a cdrui matrice de
rigiditate tangentd este determinata utilizind a douavariatie a energiei potentiale. In abordarea
propusa, un singur element finit a fost folosit penfru modelarea barei. Pentru calibrarea metodei
propuse, s-au efectuat analize statice geometric’neliniare si in programul de element finit Abaqus
(2011) pentru cele trei conditii de rezemiare: simplu rezemat, iIncastrat-articulat, incastrat-
incastrat. In Abaqus modelarea barei s-d facut utilizind elemente liniare de tip B21 avand o
dimensiune de 10 mm. Imperfectiinile geometrice au fost modelate prin modificarea
configuratiei geometrice initiale a barei. Rezultatele au fost centralizate in Fig. 4.12 si se poate
observa o bund concordantd intre rezultatele obtinute cu aplicatia EPASS si Abaqus si cele

din referinta (2014).

1 2
Ve -,0;:2::‘3"' e
0.8
0.6 4 .
5 Ji ‘IE 5
= f 1 =
= / —EPASS- = —EPASS- 1
94 ¢ lelement/bara clement/bara
§ " secveee Lju, Liu & Chan <+weees Lin,Liu & Chan
[} -
02 |
i Abaqus Abaqus
!
‘ il
O 1)
0 0.1 0.2 0.3 0 0.02 0.04

Deplasarea la mijlocul deschiderii [m] Rotirea la capatul superior [rad]
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Fig. 4.12 Curbe comparative pentru bara cu imperfectiuni geometrice initiale

4.5.2 Bara rezemata cu considerarea imperfectiunilor geometrice initiale

Bara simplu rezemata din Fig. 4.13 este studiatd pentru evidentierea eficientei metodei
propuse in surprinderea efectului imperfectiunilor geometrice initiale in domeniul elasto-plastic
pentru bare cu sectiune constantd. Elementul are sectiunea transversalda CHS355.6x8.0 cu
urmdtoarele proprietati: A = 8.74 - 107*m?, I, = 1.32-107*m*, W, =7.42-10"*m? si

Wy

elasticitate E=205 GPa. Elementul are o lungime totald de 20m avand imperfectiuni geometrice

; =9.67-10"*m3. Tensiunea de curgere se considerd o, = 275 Mpa iar modulul de

initiale in forma sinusoidala cu o amplitudine maxima la mijlocul deschiderii egald cu L/500.
Bara a fost studiatd anterior de Liu si al. (2014). Pentru modelarea barelor Liu si al. (2014)
propun un element care este capabil sd surprinda formarea articultiei plastice in lungul barei,
matricea de rigiditate tangenta fiind determinatd prin a doua variatie a energiei potentiale de
echilibru. Analizele efectuate cu programul dezvoltat de autor, EPASS, sunt statice neliniare cu
control in fortele exterioare, modelarea neliniaritatii de material fiind in baza conceptului de
articulatie plastica cu formare instantanee. Imperfectiunile geometrice initiale sunt modelate in
doua moduri: prin divizarea barei In 10 segmente si modificarea pozitiei initiale a nodurilor (Fig.
4.13 (b)), respectiv prin metoda descrisd in prezenta lucrare, pentru modelul cu un singur
element/bara (Fig. 4.13 (a)). Pentru a calibra modelul de analiza, s-au efectuat studii in
programul Mastan2 (2000) si programul de element finit Abaqus (2011). Analiza statica neliniara
efectuatd In Mastan2 este cu control in deplasari, bara fiind divizatd in 10 segmente si
modificand pozitia initiald a nodurilor in forma sinusoidala, pentru includerea imperfectiunilor
geometrice (Fig. 4.13 (b)), modelarea comportarii elasto-plastice fiind la nivel de sectiune prin
conceptul de articulatie plastic. In programul de element finit Abaqus analizele efectuate sunt in
baza dezvoltarii zonelor plastice, considerand un singur element pe bard, fiind discretizate in
elemente liniare de tip “beam” B23 cu dimensiunea de 100 mm.
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In urma analizelor efectuate si care au fost centralizate in Fig. 4.14 se poate constata o
bunid concordantd intre curbele incarcare-deplasare obtinute cu programele
furnizate de programele Mastan2 si Abaqus si cele de referinta.
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Fig. 4.14 Bara cu imperfectiuni geometrice - Curba incarcare-deplasare axiala
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4.5.3 Bara cu sectiune variabila si imperfectiuni geometrie initiale. Calcul geometric
neliniar

Scopul acestui exemplu este de a studia efectul imperfectiunilor geometrice initiale pentru o
bard cu sectiune variabild solicitatd la o fortd axiald de compresiune, intr-un calcul geometric
neliniar. Caracteristicile geometrice si de rezemare se pot urmari in Fig. 4.15. Se evalueaza forta
axiala criticd pentru directia maxima de inertie, cu includerea sau nu a efectelor imperfectiunilor
geometrice initiale, care se considera a avea o forma sinusoidald cu o amplitudine maxima egala
cu L/500 la mijlocul deschiderii.
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| E=210 GPa

A 15 o,= 235 MPa

108 —

S

Fig. 4.15 Bard cu sectiune variabild

In abordarea propusa, s-a utilizat un singur element pe bara cu 10 puncte de integrare Gauss
Lobatto, respectiv 10 termeni in dezvoltarea seriei de puteri. Calibrarea modelului s-a facut cu
programul de element finit Abaqus, bara fiind divizatd in 20 de elemente liniare cu sectiune
constanta iar pentru discretizare s-au folosit elemente finite de tip B21 cu o dimensiune de 100
mm. Imperfectiunile geometrice initiale au fost modelate prin modificare configuratiei initiale a
barei. In Fig. 4.16 se pot vizualiza curbele comparative incircare — deplasare laterald la mijlocul
deschiderii si se constatd o bund concordantd intre rezultatele obtinute cu programul EPASS si
Abaqus (2011), dar cu un efort computational mult mai mic.
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Fig. 4.16 Curbe comparative incarcare-deplasare, (a) cu ignorarea efectului imperfectiunilor geometrice, (b) cu
considerarea efectului
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4.5.4 Bara cu sectiune variabila si imperfectiuni geometrice initiale. Calcul elasto-plastic

Pentru a confirma performanta si eficienta metodei propuse in captarea efectelor neliniare
de ordinul al II-lea, precum si a efectelor imperfectiunilor geometrice initiale asupra capacitatii
ultime de rezistenta si deformabilitate a barei incovoiate in starea initiald, diferite seturi de
analize neliniare elasto-plastice au fost efectuate pentru bara comprimatd cu sectiune variabila.
Caracteristicile geometrice, de material si Incarcarile aplicate se pot vizualiza in Fig. 4.17. Bara,
avand inaltimea sectiunii tranversale care variaza liniar, este supusa incarcarilor combinate ale
fortei axiale si fotelor uniform distribuite, dupd cum se poate vedea in Fig. 4.17. Imperfectiunile
geometrice initiale sunt incluse prin considerarea unei functii sinusoidale avand amplitudinea
maxima la mijlocul deschiderii von,=L/500, pentru diferite rapoarte ale inaltimilor sectiunilor

transversale la capetele elementului (o =4, /5, =0.4+0.8). In abordarea propusa s-a utilizat un

min
singur element pe bard cu doisprezece puncte de integrare Gauss-Lobatto, pentru evaluarea
coeficientilor matricei de rigiditate, si zece termeni in seria de puteri pentru rezolvarea ecuatiei
diferentiale de echilibru.
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q005P —= e {
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—= £ =715 i
— Al L 1 emom

Fig. 4.17 Bara cu sectiune variabila supusa la incdarcare uniform distribuita si fortd axiala de compresiune

Trebuie mentionat faptul ca sectiunile transversale monitorizate, pentru detectarea
dezvoltarii articulatiei plastice in interiorul elementului, sunt situate corespunzator schemei de
integrare utilizate. Prin urmare, pozitia punctelor de integrare (PI) domina precizia de detectie a
formarii articulatiei plastice in interiorul elementului, de obicei, rezultatele fiind mai precise pe
masurd ce numarul punctelor de integrare utilizat este mai mare. Pentru a modela
comportamentul elasto-plastic s-a utilizat curba de interactiune plasticd din codul american
AISC-LRFD (1994). Curbele de raspuns incarcare-deplasare laterala la mijlocul deschiderii
obtinute cu metoda propusd au fost comparate cu cele obtinute cu un model bazat pe zone
plastice cu programul de element finit Abaqus (2011), care va fi folosit ca bazd pentru
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comparatii. Modelarea barei in Abaqus s-a facut utilizdnd 20 de elemente B22 cu sectiune
transversald uniforma iar imperfectiunile geometrice initiale au fost modelate in mod direct prin
modificarea configuratiei geometrice a nodurilor conform cu forma sinusoidald. Fig. 4.18
prezintd curbele comparative incarcare-deplasare laterald la mijlocul deschiderii pentru diferite
lungimi ale barei si diferite rapoarte ale inaltimilor sectiunilor transversale de capat si dupa cum
se poate observa metoda propusa este capabild sd prezica cu exactitate raspunsul neliniar elasto-
plastic, curbele generate cu propramul EPASS fiind foarte apropiate de cele obtinute cu M.E.F.

In Fig. 4.19 sunt prezentate variatiile combinatiei de eforturi (N,M) in sectiunea “A”
pentru toate cazurile tratate, cu includerea sau nu a imperfectiunilor geometrice initiale si se
constata respectarea curbei de interactiune plasticd dupa plastificarea integrala a sectiunii. De
asemenea, in Fig. 4.20 sunt prezentate variatiile combinatiei de eforturi (N,M), fard includerea
imperfectiunilor geometrice, in sectiunea ”A” si in cuprinsul barei In sectiunea monitorizata in
care se depaseste limita elasticd si se poate observa atingerea incarcarii ultime (formarea
mecanismului) in momentul dezvoltarii articulatiei plastice in cuprinsul barei (cand varful
vectorului atinge curba de interactiune, care este diferitd in functie de caracteristicile geometrice
a sectiunii tranversale).
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Fig. 4.22 Pozitia articulatiilor plastice in cuprinsul barei in functie de schema de integrare
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Dupa cum s-a mentionat anterior, numarul si pozitia punctelor de integrare influenteaza
acuratetea evaludrii numerice a coeficientilor matricei de rigiditate a elementului, precum si
detectarea corectd a sectiunii plastificate in cuprinsul barei. In acest sens, s-a efectuat un studiu
de senzitivitate prin cresterea succesiva a numarului de puncte de integrare Gauss-Lobatto. Fig.
4.21 prezintd curbele comparative incarcare-deplasare laterald pentru cazul L=6m si 0=0.4
variind numarul punctelor de integrare iar in Fig. 4.22 se pot vizualiza pozitia articulatiei plastice
in cuprinsul barei, in functie de numarul sectiunilor monitorizate. Dupd cum se poate observa,
unsprezece puncte de integrare sunt suficiente pentru a obtine rezultate cu precizie satisfacatoare,
iar prin cressterea numarului de sectiuni monitorizate se pot obtine rezultate mai exacte.

4.5.5 Bara cu sectiune variabila incircata excentric.

In urmatorul exemplu se studiazi rispunsul geometric neliniar al barelor cu sectiune
variabild incarcate excentric. Proprietdtile geometrice, de material si incdrcarile aplicate sunt
prezentate in Fig. 4.23.

Acest exemplu de calcul a fost propus de Raftoyiannis & Ermopoulos (2005), unde o
formulare analitica a fost dedusa pe baza solutiei exacte a ecuatiei diferentiale de echilibru de
ordinul al IV-lea pentru flambajul elementelor verticale, asociate unor forme particulare a
sectiunii tranversale. Momentul de inertie este descris de urmdtoarea ecuatie / (x):]o(x/a)z,
unde [, corespunde punctului A si a este distanta OA (Fig. 4.23). Pentru includerea
imperfectiunilor geometrice initiale se considera o formd parabolica, conform prevederilor din
(EN 1993-1-1), avand amplitudinea maxima a, la mijlocul deschiderii. Forta axiald este aplicata
excentric barei AB la distanta e.
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Fig. 4.23 Bara cu sectiune variabila si imperfectiuni geometrice initiale
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Fig. 4.24 Curbe comparative incarcare-deplasare pentru axa maxima de inertie fara includerea efectului
imperfectiunilor geometrice inifiale
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Fig. 4.25 Curbe comparative incarcare-deplasare pentru axa maxima de inertie, cu includereaefectului
imperfectiunilor geometrice initiale
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Fig. 4.24 prezinta curbele normalizate incércare-deplasare , considerand coeficientul de zveltete
A,, =200 si @, =0 (fird imperfectiuni initiale), pentru diferite rapoarte ale lungimii 7 =7/a si
excentricitatii e =e/I, unde deplasarea normalizata este w=w,_,,,,,/! iar factorul de incarcare
NI?

0

adimensional este g* = . In Fig. 4.25 se pot vizualiza curbele normalizate incarcare-

deplasare laterala (w, ﬂz) pentru coeficientul de zveltete 4, =200 si @, =0.02 (cu imperfectiuni
initiale), pentru diferite rapoarte ale lungimii / si excentricitatii . Coeficientul de zveltete

mediu este calculat la mijlocul indltimii elementului x=a+1//2, considerand /= Ah* /4,
A2 =41/ h2 (Fig. 4.23). In abordarea propusa zece termeni au fost luati in considerare in seria
de puteri pentru a rezolva ecuatia diferentiala de ordinul al II-lea avand ca necunoscutd momentul
incovoietor si sapte puncte de integrare au fost considerate pentru a evalua coeficientii matricei
de rigiditate. Dupd cum se poate observa in Fig. 4.24 si Fig. 4.25, formularea propusa este
capabila sa surprindd cu exactitate raspunsul geometric neliniar al barelor cu sectiune variabila,
cu includerea sau nu a imperfectiunilor geometrice initiale, se poate constata o foarte buna
concordantd intre curbele de raspuns furnizate de programul EPASS si cele de referinta

(Raftoyiannis & Ermopoulos, 2005).

BZ

= < — [ Raftoyiannis & Ermopoulos]

EPASS

D

-0.12 -0.08 -0.04 0.04 0.08 0.12

0
w

Fig. 4.26 Influenta numdarului de termeni asupra curbe incarcare-deplasare, cu includereaefectului imperfectiunilor
geometrice initiale

O usoara subestimare a deplasdrilor poate fi observata, in abordarea propusd, pentru
valori mari ale factorilor de incarcare aplicatd, cidnd un numar de doar 7 termeni au fost
considerati pentru rezolvarea ecuatiei diferentiale de echilibru, Fig. 4.26. Cu toate acestea, dupa
cum se mentioneaza In (Raftoyiannis & Ermopoulos, 2005), astfel de situatii nu vor aparea
niciodatad in practica datoritd caracteristicilor geometrice si de material ale elementelor datorita
cedarii materialului pentru valori mult mai mici alte fortei axiale de compresiune N. Factorii
ultimi de incércare (marcati cu patratele rosii) sunt determinati in (Raftoyiannis & Ermopoulos,
2005), pentru fiecare caz, si corespund plastificarii integrale a sectiunii transversale pentru o
rezistentd fy specificatd. Se poate observa ca pentru forte axiale mai mici decat incarcarea ultima
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care ar produce cedarea materialului, curbele incarcare-deplasare sunt in stransa concondantd cu
cele obtinute In mod analitic, chiar si pentru situatia cand se considera doar sapte termeni. Acest
exemplu demonstreaza ca, pentru aplicatii practice, putini termeni sunt necesari in formularea
propusa pentru a obtine rezultate cu o precizie buna.

In Fig. 4.27 se prezinta comparativ efectele conexiunilor flexibile, in varianta comportarii
liniare, asupra raspunsului barei cu sectiune variabila, pentru bara cu lungimea ¢ = 0.5 si trei
cazuri ale excentricitatii, € = 0.01, 0.05 si 0.1. Pentru calibrarea formularii cu conexiuni flexibile,
s-a efectuat un studiu considerand coeficientul de fixare gi = 1 (corespunzitor unei Imbinari
perfect rigide) si se poate observa o foarte buna corelatie intre rezultatele obtinute cu programul
EPASS si cele mentionate in (Raftoyiannis & Ermopoulos, 2005). Studiile au fost, apoi, efectuate
considerand conexiunea flexibila in sectiunea ”A” pentru trei cazuri de fixare gi = 0.6, 0.3, 0.1
(1 fiind o conexiune perfect rigida iar O o conexiune perfect articulatd). Bara a fost modelata, in
abordarea propusd, considerand un singur element cu sapte puncte de integrare Gauss Lobatto si
utilizand un numdr de zece termeni in seria de puteri in rezolvarea ecuatiei diferentiale de
echilibru. Rigiditatile initiale ale nodului au fost evaluate astfel:

WL 41— gy

unde El;/; este rigiditate la incovoiere in nodul in care s-a introdus conexiunea semi-rigida iar L

este lungimea barei. Din analizele intreprinse se constatd “flexibilitatea barei” pe masurd ce
imbinarea se apropie de o conexiune perfect articulate.
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Fig. 4.27 Efectul conexiunilor flexibile asupra curbelor incarcare-deplasare laterald
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4.6 Concluzii preliminarii

Validarea si calibrarea programului de calcul s-a facut prin efectuarea unor analize la
nivel de element si compararea rezultatelor cu cele din literatura de specialitate si cele
furnizate de programul de element finit Abaqus (2011) si Mastan2 (2000). In urma acestor
studii putem formula urmatoarele observatii cu privire la performantele modelului de calcul
elaborat:

e Pentru toate exemplele studiate in acest capitol, se observd o bund concordanta intre
curbele de raspuns obtinute cu programul EPASS si cu programul de element finit
Abaqus s1 Mastan2 precum si cu cele din literatura de specialitate.

e Un aspect foarte important la modelul de analizd abordat in programul EPASS este de
remarcat, si anume respectarea curbelor de interactiune plasticd, odata ce intr-o sectiune
transversald s-a depasit limita elastica, nefiind necesara divizarea barei in mai multe
segmente pentru captarea si monitorizarea functionarii articulatiilor plastice.

e Suprinderea cu acuratete a efectului imperfectiunilor geometrice initiale asupra
raspunsului neliniar al barelor, in special intr-un calcul geometric neliniar.
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Cap. 5 Exemple numerice pentru validarea si calibrarea programului de
analiza neliniara pentru structurilr in cadre.

In capitolele precente a fost descris modelul matematic implementat in programul de
analiza staticd neliniard de ordinul al II-lea (EPASS) pentru analiza cadrelor plane din otel
alcatuite din bare prismatice sau non-prismatice. Formularea abordatd isi propune sa rafineze
metoda clasica bazata pe conceptul de articulatie plastica punctuald cu formare instantanee si are
scopul de a evalua cat mai corect comportamentul real al structurii cu bare prismatice sau non-
prismatice. Chiar daca, in literatura de specialitate, se gasesc numeroase metode pe elaborate pe
baza conceptului de articulatie plastica, acestea prezinta diferite neajunsuri, cum ar fi: ignorarea
efectelor imperfectiunilor geometrice initiale si/sau ale tensiunilor reziduale; ale deformatiilor de
luneare din forta taietoare, neconsiderarea incarcarilor in cuprinsul barei; necesitatea divizarii
barei, odatd cu aparitia unei articulatii plastice in cuprinsul ei; neincluderea conexiunilor
flexibile; ignorarea efectului plastificarii graduale, toate acestea putand conduce la o estimare
gresitd a capacitdtii ultime de rezistentd si deformabilitate.

Scopul acestui capitol este de a oferi suficiente rezultate care sa confirme eficienta si
evidentiind, totodatd, caracterul practic al metodei propuse. Astfel, pentru calibrarea
programului, s-au efectuat analize pe structuri considerate standard, iar rezultatele au fost
comparate cu cele obtinute cu alte programe ce vizeaza calculul neliniar al structurilor, Mastan2
(2000), un program de element finit Abaqus (2011), si alte rezultate din literatura de specialitate,
care au fost la dispozitia autorului. Pentru selectarea structurilor de calibrare s-a tinut cont de
gradul de nedeterminare statica si s-au considerat atat elemente cét si cadre portale sensibile in
prezenta diferitelor efecte neliniare. Toate analizele efectuate sunt static neliniare, iIn domeniul
elastic sau elasto-plastic, efectele pierderii stabilitatii locale, atat flambajul local, cat si flambajul
din torsiune, fiind neglijate in analiza. Pentru determinarea raspunsului structurii, s-a utilizat
metoda simplu incrementald cu control in forte, surprinderea comportarii post critice nefiind
posibila.

Pentru evaluarea factorului ultim de incarcare, in cazul structurilor care au n componenta
bare cu sectiune variabild, s-au efectuat analize static neliniare In domeniul elastic pentru cadrele
portale studiate de Karabalis & Beskos (1983) si Saffari si al. (2008). Studiile au fost extinse in
domeniul elasto-plastic si cu includerea efectului imperfectiunilor geometrice initiale sau a
conexiunilor flexibile. De asemenea, cadrele portale propuse de Hayalioglu & Saka (1992) si
Li&Li (2007), au fost analizate in domeniul elasto-plastic. Efectele plastificarii graduale au fost
studiate pentru cadrele sensibile la dezvoltarea zonelor plastice, propuse de El-Zanaty (1980) si
Vogel (1985). Pentru evaluarea raspunsului structurii, tinind cont de efectele imperfectiunilor
geometrice initiale, cadrele portale propuse de Galambos&Ketter (1959) si Liu si al. (2014) au
fost analizate. Surprinderea plastificarii sectiunii transversale, atat la capetele elementelor cat si
in camp, si “functionarea” articulatiei plastice (respectarea curbei de interactiune plasticd) a fost
urmaritd la cadrele propuse de Ziemian (1992), Vogel (1985) si cadrul cu un nivel si doua
deschideri, propus in aceastd lucrare, in sectiunea 5.10. Efectele conexiunilor flexibile asupra
curbei de capacitate a structurii au fost studiate pentru cadrele propuse de Liew (1992) si cadrul
portal si cel cu 6 niveluri propuse de Vogel (1985).
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5.1 Cadrul portal Karabalis

In Fig. 5.1 se pot vizualiza caracteristicile geometrice, sectionale si de material ale
cadrului portal propus de Karabalis & Beskos (1983). Cadrul este incarcat cu doua forte axiale
verticale, stalpii fiind articulati in baza iar conexiunile de prindere in noduri ale elementelor se
considerd rigide. Cadrul a fost analizat de diferiti cercetatori (Bazeos & Karabalis, 2006), (
Saffari, Rahgozar, & Jahanshahi, 2008), (Valipour & Bradford, 2012), (Soltani & Mobhri, 2014)
pentru calibrarea metodelor de analiza la stabilitate a structurilor cu elemente cu sectiune
variabila.

= 6006 -

Fig. 5.1 Cadrul portal Karabalis

Karabalis & Beskos (1983) propun o metodd pentru evaluarea matricei de rigiditate
tangenta a barelor cu talpi egale si variatie liniara a indltimii sectiunii transversale, prin integrare
directd a ecuatiilor de echilibru. Numarul elementelor utilizate pentru discretizarea stalpilor este
4. Bazeos & Karabalis (Bazeos & Karabalis, 2006) propun o serie de diagrame adimensionale
pentru evaluarea fortei axiale critice a cadrelor cu profile I avand Indltimea sectiunii transversale
liniar variabila, tindnd cont de gradul de variatie al sectiunilor transversale de capat, precum si
conditiile de rezemare. Saffari si al. (2008) utilizeaza o metodad similard pentru determinarea
fortei axiale critice. Valipour & Bradford (2012) dezvolta o serie de relatii utilizand principiul
lucrului mecanic virtual si interpolarea fortelor, pentru determinarea functiilor de forma, care vor
fi incluse, ulterior, in matricea de rigiditate. Mai recent, Soltani & Mohri (Soltani & Mohri,
2014) rezolva ecuatia diferentiala de ordinul al IV-lea, avand ca necunoscutd deplasarea, prin
dezvoltare in serii de puteri, obtinand functiile de forma pentru elementul cu sectiune variabila.
In abordarea propusi un singur element a fost utilizat pentru modelarea barelor, considerand zece
puncte de integrare Gauss Lobatto in lungul elementului si zece termeni in seriile de puteri pentru
rezolvarea ecuatiei diferentiale de echilibru.

Rezultatele analizelor au fost centralizate in Tabel 5.1. Se constata o bund concordanta
intre rezultatele obtinute cu metoda propusd si rezultatele din literatura de specialitate, de
remarcat este eficienta in ceea ce priveste numarul de elemente utilizate de programul EPASS (1
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element/bard) In comparatie cu 4 elemente necesare pentru modelarea stalpilor cu metoda
propusa de Karabalis & Beskos (1983) supraestimand forta axiala critica cu doar 0,076 %.

Pentru a demonstra caracterul practic al metodei propuse, studiile au fost extinse prin
includerea efectului imperfectiunilor geometrice initiale la stalpi avand o amplitudine maxima
egald cu L/500 la mijlocul deschiderii. Pentru calibrarea modelului, s-au efectuat analize de tip
“Static Riks” in programul de element finit Abaqus (2011). Barele cu sectiune variabila au fost
divizate in 60 de elemente liniare cu sectiune constantd, discretizate in elemente de tip “beam”
B33 cu dimensiunea de 100 mm. Imperfectiunile geometrice initiale au fost incluse in mod direct
prin modificarea pozitiei initiale a nodurilor considerand configuratia deformata. In abordarea
propusa s-a utilizat un singur element pentru modelarea barelor cu zece puncte de integrare
Gauss Lobatoo si 10 termeni in seriile de puteri. Curbele comparative incarcare-deplasare laterala
se pot vizualiza in Fig. 5.2 iar rezultatele obtinute demonstreza eficienta metodei propuse.

1000 fara imperfectiuni
900 ’/
800

700 r _____________

600 . I
cu imperfectiuni
500

400
300
200
100

Forta axiala [kN]

— — — Abaqus - elemente liniare

— EPASS - modelul propus

0 20 40 60 80 100 120 140

Deplasarea laterald [mm]

Fig. 5.2 Curbe comparative incarcare-deplasare laterald cadrul portal Karabalis: fara imperfectiuni geometrice
initiale, respectiv cu imperfectiuni geometrice initiale

Tabel 5.1 Forta axiala critica pentru cadrul portal Karabalis

Metoda Forta axiald criticda [kN] Eroarea [%]
(Karabalis & Beskos,
1983) 792 i
(Valipour & Bradford,
2012) 786 -0.76

( Saffari, Rahgozar, &

Jahanshahi, 2008) 779 -1.16
(Soltani & Mohri, 2014) 792.3 +0.03
EPASS — modelul propus 792.6 +0.075
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Calcul elasto-plastic — cadru Karabalis incastrat in baza

Pentru a demonstra eficienta abordarii propuse, autorul extinde studiile efectuate si in
domeniul elasto-plastic. Se propune cadrul incastrat la baza stalpilor, caracteristicile geometrice,
sectionale si de incarcare fiind prezentate in Fig. 5.3, iar proprietatile de material sunt
urmitoarele: modulul lui Young E = 207 GPA iar tensiunea de curgere oy = 235 MPA. In
analizele efectuate cu metoda propusa, barele au fost modelate considerand un singur element cu
10 puncte de integrare Gauss Lobatto, iar in expresia momentului Incovoietor au fost considerati
10 termeni. Neliniaritatea de material este modelatda prin conceptul de articulatie plastica
punctuald cu formare instantanee, zonele potential plastifice fiind considerate la capetele
elementului, precum si in cuprinsul lui. Imperfectiunile geometrice initiale se considerd a avea o
forma sinusoidald cu o amplitudine initiald la mijlocul deschiderii de L/500. Pentru calibrarea
modelului de analiza s-au efectuat analize “Static Riks” in programul de element finit Abaqus,
neliniaritatea de material fiind modelatd in ipoteza formarii zonelor plastice. Modelarea
cadrului s-a facut prin divizarea stilpilor in 60 de elemente liniare de tip “beam” B33 cu
dimensiunea de 50mm. Imperfectiunilor geometrice initiale au fost incluse in analizd prin
modificarea configuratiei geometrice a barei conform formei sinusoidale avand amplitudinea de
L/500 la mijlocul barei. Rezultatele au fost centralizate in Fig. 5.4 si se poate observa o buna
concordantd intre rezultatele obtinute cu programul EPASS si cele furnizate de Abaqus. De
asemenea, un aspect important, se constatd respectarea curbei de interactiune plastica, odata cu
aparitia articulatiilor plastice in baza stalpilor, Fig. 5.5 si Fig. 5.6

P
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H=0.1P 3 T u L2.7
_u_ — T
5048 f \ ! _+_
; 18.24 —= =
i
':' || a0os 400
E=207GPa || !/
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e T ! 152.4 I
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Fig. 5.3 Cadrul portal Karabalis incastrat in baza
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Fig. 5.6 Variatia combinatiei de eforturi la baza stalpului 2

5.2 Cadrul portal Saffari

Cadrul portal din Fig. 5.7 a fost studiat de Saffari si al. (2008) si, ulterior, de Rezaiee-
Pajand si al. (2015) si Soltani & Mohri (2014) pentru calibrarea modelelor de analizd la
stabilitate a structurilor avand bare cu sectiune variabild. Caracteristicile geometrice, sectionale si
de material se pot vizualiza in Fig. 5.7, conexiunile de prindere ale barelor sunt rigide iar stalpii
se considera articulati in baza. Cadrul este incdrcat cu doud forte axiale verticale concentrate n
axul stalpilor. Momentul de inertia al elementelor se considera ca variaza dupd urmditoarea
functie parabolica:

I(x):If(XJZ, /L

21, a=—1 1" (5.1
a 1-J1,/1,

unde I si /. sunt momentele de inertie la capetele elementului iar /(x) este momentul de inertie la
distanta x de la punctul O. Saffari si colab. (2008) rezolva ecuatia diferentiald de echilibru de
ordinul al II-lea pentru bara Bernoulli-Euler, considerdnd o functie particulara pentru variatia
momentului de inertie, data de ecuatia (5.1) si derivand apoi relatiile forta-deplasare la nivel de
element evidentiind matricea de rigiditate a elementald. O abordare similara este propusd de
Rezaiee-Pajand si colab. (2015) prin rezolvarea analiticd a ecuatiei diferentiale de echilibru de
ordinul al IV-lea, presupunand acceasi variatie parabolicd a momentului de inertie, si rezolvand,
apoi, matricea de stabilitate pentru cadrul portal cu elemente cu sectiune variabila. Soltani &
Mohri (2014) deriveaza functiile de formad pentru bara cu sectiune variabild prin abordarea in
serii de puteri rezolvand ecuatia diferentiald de echilibru cu necunoscuti in deplasare. In
abordarea propusa incarcarile sunt aplicate incremental pana matricea de rigiditate globald devine
negativa. Tabel 5.2 prezintd forta axiald criticd de flambaj (Pcr) obtinutd cu diferite formulari.
Valorile obtinute demonstreaza acuratetea rezultatelor obtinute cu metoda propusa, chiar si atunci
cand un numir mic de termeni se utilizeaza in seria de puteri. In toate cazurile studiate modelarea
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Fig. 5.8 se pot vizualiza caracteristicile geometrice, sectionale, de material si de incarcare ale
cadrului. Stalpii se considerd articulati in bazd iar conexiunile de prindere in noduri ale
elementelor sunt rigide. Cadrul a fost studiat anterior in Li&Li (2007), ), unde doua analize au
fost efectuate: una utilizdind o metoda bazatd pe conceptul de zone plastice (propusda de Chen
(2000b)) iar a doua utilizdnd o metoda bazatd pe dezvoltare in serii de puteri (cu rezolvarea
ecuatiei diferentiale de echilibru avand ca necunoscutd deplasarea), referitor la numarul
termenilor utilizati In expresia polinomiald nu s-au gasit informatii in literatura de specialitate,
avuta la dispozitie. In abordarea propusa cadrul a fost modelat considerand 4 elemente pe grinda
(fiind divizatad in punctul de aplicare al fortelor concentrate) si 2 elemente/stalp, s-au considerat
15 puncte de integrare Gauss Lobatto si 15 termeni in dezvoltarea seriilor de puteri. Modelarea
comportdrii elasto-plastice este la nivel de sectiune in baza conceptului de articulatie plastica cu
formare instantanee. Pentru calibrarea modelului de analiza s-a efectuat o analiza in programul de
element finit Abaqus, in ipoteza dezvoltarii zonelor plastice. Cadrul a fost modelat prin divizarea
elementelor in elemente liniare cu sectiune constantda B23 (40 pentru grinda si 20 pentru stalp).
Efectul imperfectiunilor geometrice initiale, precum si al deformatiilor de lunecare au fost
neglijate in analiza.
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Fig. 5.8 Caracteristicele geometrice si de incdarcare pentru cadrul portal Li&Li
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Curbele incarcare-deplasare laterald se pot vizualiza in Fig. 5.9. Se constata o buna
concordantd intre curbele obtinute cu metoda propusa si cele obtinute in Abaqus si cele furnizate
de Li&Li (2007).

5.4 Cadrul portal Hayalioglu & Saka

Urmatorul exemplu este un cadru portal studiat de Hayalioglu & Saka (1992) pentru
optimizarea structurilor avand bare cu sectiune variabild. Hayalioglu & Saka (1992) considera
doua variabile pentru fiecare element, si anume aria sectiunii transversale la un capat, respectiv
raportul sectiunilor transversale de la capetele elementului. Algoritmul de proiectare este obtinut
prin cuplarea criteriului optimal cu metoda de analizd elasto-plastica in domeniul marilor
deplasari. Metoda criteriului optimal (optimality criteria method) este folosit pentru dezvoltarea
unei relatii recursive pentru determinarea variabilelor de proiectare considerate, impunind ca si
restrictii deplasarile. Aceastd relatie impune un raspuns neliniar al structurii la fiecare pas de
incdrcare, care este evaluat in baza formuldrii Euler, incluzdnd si efectele neliniaritatii de
material. In urma optimizirii caracteristicilor geometrice a cadrului portal din Fig. 5.10,
Hayalioglu & Saka (1992) determina curba Incarcare-deplasare verticald pentru cadrul optimizat,
avand urmatoarele caracteristici: b = 200mm, tw = 30mm, tf = 48mm, k, = 3.68, A =
162.08cm’ si n; = 1.327 pentru grinzi iar A, = 155.89cm” si n, = 1.302 pentru stalpi, care, dupa
dezvoltarea relatiilor s-au considerat urmatoarele proprietdti: hl = 270mm, h2 = 445mm pentru
grinzi, respectiv hl = 245mm, h2 = 405mm pentru stalpi. Pentru modelarea cadrului, Hayalioglu
& Saka (1992) divizeaza stalpii si grinzile in 20, respectiv 24 de elemente.

In abordarea propusi s-a utilizat un singur element pentru discretizarea stalpilor si 4
pentru grinzi (in punctele de aplicare a fortelor), considerand 10 puncte de integrare Gauss
Lobato in lungul barei si 10 termeni in dezvoltarea seriilor de puteri pentru rezolvarea ecuatiei
diferentiale de echilibru. Efectul imperfectiunilor geometrice initiale, precum si al deformatiilor
de lunecare au fost neglijate in analize. In Abaqus (2011), s-a efectuat o analiza “Static Riks”,
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barele fiind modelate cu elemente liniare cu sectiune constantd, divizarea lor fiind identica cu cea
considerata de Hayalioglu & Saka (1992), iar discretizarea cadrului s-a facut cu elemente B31 de
dimensiunea de 100mm. Curbele comparative incarcare-deplasare verticala si variatia
combinatiei de eforturi 1n al doilea stalp se pot vizualiza in Fig. 5.11(a), respectiv Fig. 5.11(b).
Se constata o buna concordanta intre rezultatele obtinute cu programul EPASS si Abaqus si cele

furnizate de Hayalioglu & Saka (1992), in cele din urma curba este trasatd pana la obtinerea unei
deplasari egale cu 100mm.

751N
75N 75kN
751N j 7.5kN
754N l l 754N
375N l j 5 l l 375 1N —

=}

I“?.lm"'i"‘z.lm-’I“?.lm"'i“z.lm“'i-‘z.h'n"I“E.lm‘"i“?.lm"l“?.lm-'I

Fig. 5.10 Caracteristici geometrice cadru portal Hayalioglu & Saka
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Fig. 5.11 (a) Curba incarcare — deplasare verticald, (b) Variatia combinatiei de eforturi

5.5 Cadrul portal El-Zanaty

Caracteristicile geometrice, de material si de incarcare ale cadrului portal propus de El-
Zanaty (1980) se pot vizualiza in Fig. 5.12. Cadrul este considerat a fi foarte sensibil la efectele
dezvoltarii zonelor plastice in lungul barelor si a fost studiat, ulterior, de diferiti cercetatori
pentru calibrarea metodelor de analiza elasto-plastica de ordinul al II-lea (White, 1985), (King,
White, & Chen, 1992), (Liew J. , Chen, Shanmugam, & Chen, 2000), (Jiang, Chen, & Liew,
2002), (Chiorean C. G., 2006), (Zubydan, 2010). Elementele au sectiunea transversala W8x31 iar
dimensiunile cadrului sunt astfel alese incat sa se respecte raportul L/rx=40. Conexiunile de
prindere in noduri ale elementelor se considera rigide iar stdlpii sunt articulati in baza.
Imperfectiunile geometrice initiale si deformatiile de lunecare nu sunt luate in considerare in
modelul de analizd. Cadrul este incarcat incremental cu forte gravitationale pana la un anumit
procent din forta axiald capabila a stalpilor (Pr=0.2, Pr=0.4, Pr=0.6), dupa care fortele verticale
sunt mentinute constante si este aplicata forta laterald H pana la cedarea structurii.

Modelarea neliniaritatii fizice, pentru analizele efectuate In EPASS, s-a facut la nivel de
sectiune in doud ipoteze; in baza conceptului de articulatie plasticd punctuald cu formare
instantanee, respectiv simularea dezvoltarii zonelor plastice utilizind modulul de elasticitate
tangent E;, conform relatiilor propuse de Zubydan (2010). Pentru discretizarea barelor cadrului
s-a utilizat un singur element, pentru toate analizele efectuate in EPASS. Distributia
tensiunilor reziduale, pentru modelul cu considerarea plastificarii graduale, este cel prevazut in
ECCS.

Pentru testarea eficientei programului EPASS, rezultatele obtinute au fost comparate cu
altele furnizate din literatura de specialitate. White (1985) modeleaza neliniaritatea fizica la nivel
de fibra, considerand 50 de elemente pentru discretizarea barelor, respectiv 200 de fibre pentru
sectiunile transversale. Tensiunile reziduale considerate iIn modelul de analizd au valoarea de
o, = 0,3330,. Liew (2000) modeleaza comportarea elasto-plastica la nivel de sectiune, pe baza
conceptului de articulatie plastica cu formare instantanee, utilizind un element pentru
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discretizarea barelor structurii. Mai recent, Zubydan (2010) propune un set de relatii empirice
pentru determinarea modulului de elasticitate tangent E; sau secant Es cu considerarea sau nu a
tensiunilor reziduale. Barele cadrului sunt discretizate in cate 10 elemente liniare iar distributia
tensiunilor reziduale este cea prevazuta in ECCS.

Fe= 200 kM mm?
250 N'mm?

Fig. 5.12 Caracteristicele geometrice si de incarcare pentru cadrul portal El-Zanaty

Curbele incarcare-deplasare laterala se pot vizualiza in Fig. 5.13. Pentru modelul cu
articulatii plastice cu formare instantanee, se constatd o corelatie aproape perfectd intre
rezultatele obtinute cu programul EPASS si cele furnizate de Liew. De asemenea, se constatd o
destul de bund concordanta intre curbele obtinute cu EPASS, in varianta dezvoltarii zonelor
plastice, cu cele date de White (1985), respectiv Zubydan (2010). Se remarca eficienta
programului EPASS, avand in vederea utilizarea unui singur element pe bara, se atinge un nivel
de acuratete al rezultatelor comparabil.

Pentru calibrarea programului EPASS, cadrul este reanalizat sub actiunea fortelor
verticale si orizontale aplicate incremental, rezultatele fiind comparate cu cele ale lui Zubydan
(2010). Barele au sectiunea transversala W6x20 iar deschiderea si indltimea cadrului sunt astfel
alese Incat sa se respecte raportul L/rx=51.9. Se efectueaza 4 analize, considerand ca si ipoteze
de incércare raportul fortelor aplicate H/P: Pr=0,02, 0,05, 0,1 si 0,2. Fortele sunt aplicate
proportional pana la cedarea structurii. Cadrul se considera fara imperfectiuni geometrice iar
distributia tensiunilor reziduale este cea conform prevederilor ECCS. Zubydan (2010) considera
intensitatea tensiunilor reziduale o, = 0,50,, insd cu privire la modul de discretizare al barelor
nu se gasesc informatii. Pentru compararea rezultatelor autorul a considerat necesara efectuarea
unor analize cu programele Abaqus (2011), respectiv Mastan2 (2000). Programul Abaqus
modeleaza neliniaritatea fizica la nivel de fibra utilizand criteriul de curgere von Mises. Barele au
fost discretizate n elemente liniare B31 de dimensiunea de 20 mm. Includerea tensiunilor
reziduale in modelul cu elemente liniare, dupd cunostintele autorului, nu a fost posibild. In
programul Mastan2 comportarea elasto-plastica a sectiunilor s-a facut considerand modulul de
elasticitate tangent Et, respectiv Etm pentru includerea efectului tensiunilor reziduale.
Discretizarea cadrului s-a facut considerand 10 elemente pentru fiecare bara.
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Fig. 5.13 Cadru portal, El-Zanaty, cu considerarea fortelor gravitationale constante si aplicarea fortelor laterale
incremental, cu tensiuni reziduale.

In Fig. 5.14 si Fig. 5.15 sunt centralizate rezultatele analizelor. Se constati o foarte buna
corelare a curbelor incarcare-deplasare laterald, precum si a factorilor limitd de incarcare, in
comparatie cu rezutatele obtinute in Abaqus si cele furnizate de Zubydan (2010). De asemenea,
in figurile Fig. 5.16 si Fig. 5.17 se poate observa variatia modulului de elasticitate adimensional
in functie de momentul incovoietor adimensional si se remarcd o scadere mai bruscd in cazul
ignorarii efectului tensiunilor reziduale, respectiv mai “lind” 1n cazul considerarii acestuia n
modelul de analiza.
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Fig. 5.14 Cadru portal, El-Zanaty, cu considerarea fortelor aplicate incremental, fara tensiuni reziduale.
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Fig. 5.15 Cadru portal, El-Zanaty, cu considerarea fortelor aplicate incremental, cu tensiuni reziduale.
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Fig. 5.16 Cadru portal, El-Zanaty, variatia modulului de elasticitate tangent in raport cu variatia momentului
incovoietor adimensional, diferite ipoteze de incarcare; fara tensiuni reziduale (incdrcari aplicate incremental).
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Fig. 5.17 Cadru portal, El-Zanaty, variatia modulului de elasticitate tangent in raport cu variatia momentului
incovoietor adimensional, diferite ipoteze de incarcare; cu tensiuni reziduale (incarcari aplicate incremental).
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5.6 Cadrul portal Vogel

In Fig. 5.18 sunt prezentate caracteristicile geometrice si sectionale pentru cadrul portal
propus de Vogel (1985), si care a fost, ulterior, analizat de numerosi cercetatori (Ziemian R. ,
1992), (Chen & Kim, 1997), (Chiorean C. G., 2006), (Li & Li, Advanced Analysis and Design of
Steel Frames, 2007), (Iu & Bradford, 2012), in vederea testarii metodelor de analiza avansata a
structurilor sensibile la efectele dezvoltdrii zonelor plastice, a tensiunilor reziduale si a
conexiunilor flexibile. Cadrul este supus la incarcari axiale concentrate in noduri si o forta
laterald concentratd, care sunt aplicate proportional incremental pana la cedare. Stalpii sunt
incastrati in bazd iar imbindrile intre elemente se considerad rigide. Imperfectiunile geometrice
globale se iau in considerare prin modificarea geometriei structurii in configuratia initiala.
Modelarea cadrului s-a facut considerand un singur element pe bara, pentru toate analizele
efectuate.

Pentru modelarea comportarii elasto-plastice a sectiunilor elementelor, s-au considerat
trei tipuri de analiza: plastificarea integrald si instantanee in sectiunile de bara din jurul
combinatiilor de eforturi maxime; simularea dezvoltarii zonelor plastice cu sau fara considerarea
tensiunilor reziduale, conform relatiilor propuse de (Zubydan, 2010), detaliate in Subcap 2.4.1.2.
Distributia tensiunilor reziduale considerate este cea previzuti in ECCS. In Fig. 5.19 se pot
vizualiza curbele incarcare-deplasare laterald, precum si factorii limitd de incarcare, pentru
analizele efectuate, considerand doua curbe de interactiune plasticd, cea propusd de codul
american AISC-LRFD si cea propusi de Orbison. In Fig. 5.22 se poate urmiri variatia
combinatiei de eforturi pentru sectiunea din baza stalpului 2 si se observa respectarea curbei de
interactiune plastica, indiferent de relatiile utilizate In modelul de calcul, AISC-LRFD, Orbison
sau Zubydan (2010). De asemenea, se constatda faptul ca curba de plastificarea considerata in
analiza are o influentd semnificativda asupra capacitdtii ultime de rezistenta a structurii. Variatia
modulului de elasticitate in functie de momentul incovoietor adimensional, pentru stalpi, se poate

urmari in Fig. 5.23.
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Fig. 5.18 Configuratia geometrica si distributia incarcarilor pentru cadru plan Vogel.
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Pentru testarea performantelor programului EPASS, rezultatele analizelor au fost
comparate cu rezultatele obtinute cu programele NEFCAD (Chiorean C. G., 2006), CU-SP2D,
(Ziemian R. , 1992), respectiv cu rezultatele furnizate de Vogel (1985). in programul NEFCAD,
neliniaritatea fizica a fost modelata la nivel de sectiune utilizand relatiile Ramberg-Osgood, cu
umatorii parametrii de forma: a=1, n=35 (pentru simularea dezvoltarii zonelor plastice), respectiv
a=1, n=400 (pentru simularea formarii articulatiilor plastice). Discretizarea cadrului s-a facut in
felul urmator: doua elemente de tip bara pentru stalpi, respectiv unul pentru grindd. De asemenea,
pentru testarea eficientei programului EPASS, rezultatele obtinute au fost comparate si cu cele
furnizate de programul NEFCAD, in varianta modelarii neliniaritatii fizice la nivel de fibra.
Relatiile constitutive neliniare 6-¢ considerate iIn modelul de analizd sunt cele prevazute in (EN
1993-1-1) iar distributia tensiunilor reziduale sunt cele propuse de AISC-LRFD si (EN 1993-1-
1). Pentru determinarea caracteristicilor sectionale de rigiditate s-a utilizat metoda de integrare
Simpson cu o retea de 21x21 puncte pentru discretizarea talpilor, respectiv ale inimilor; iar
pentru monitorizarea starii de eforturi in lungul elementului s-a folosit metoda Gauss Lobatto,
utilizand 7 puncte de integrare. Analiza efectuatd de Ziemian (1992), in programul CU-SP2D,
modeleaza neliniaritatea fizica la nivel de fibra, considerand 50 de elemente pentru discretizarea
stalpilor, respectiv 20 pentru discretizarea grinzii. Vogel (1985) considera doud modele pentru
comportarea elasto-plasticd a sectiunilor elementelor, ipoteza formarii zonelor plastice, respectiv
modelul formdrii articulatiilor plastice instantanee. Referitor la modelul de discretizare al
cadrului nu s-au gasit informatii in literatura de specialitate, avuta la dispozitie. In analizele
efectuate de Vogel si Ziemian, distributia tensiunilor reziduale considerate este cea propusa de
norma europeand (EN 1993-1-1). Rezultatele analizelor efectuate se pot vizualiza in Fig. 5.20 si
Fig. 5.21, se observd o bund corelare a curbei obtinute cu EPASS, in ipoteza formarii
instantanee a articulatiilor plastice (plim=1.044), pentru considerarea curbei de interactiune
plastica propusd de normativul american AISC-LRFD, si curba obtinuta cu programul NEFCAD,
in varianta modelarii neliniaritatii fizice pe baza relagiilor Ramberg-Osgood cu parametrii a=1,
n=400 (plim=1.05). De asemenea, se constatd o foarte bund corelare intre curba obtinute cu
programul EPASS, in varianta simularii dezvoltarii zonelor plastice cu si fara considerarea
tensiunilor reziduale (plim=1,04; plim=1,03), cu curbele analizelor la nivel de fibra obtinute cu
programul NEFCAD, considerdnd distributia tensiunilor reziduale propusd in AISC-LRFD
(plim=1,045; plim=1,025). De remarcat este precizia recultatelor comparabila cu cele din
literatura de specialitate, avand in vedere ca se utilizeaza un singur element pentru discretizarea
barelor.
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Fig. 5.19 Curbe comparative incarcare-deplasare laterald pentru diferite curbe de interactiune plastica.
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Fig. 5.20 Curbe incarcare-deplasare laterald pentru compararea cu modele bazate pe conceptul de articulatie
plastica
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Fig. 5.22 Variatia combinatiei de eforturi in stdalpul 2, in baza, pentru diferite curbe de plastificare.
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Fig. 5.23 Variatia modulului de elasticitate in functie de momentul incovoietor adimensional
(curba de plastificare Zubydan); a) stalp 1,b) stdlp 2.

Comportarea conexiunilor flexibile ale grinzilor a fost studiatd de Chen & Kim (1997) si
apoi de Nguyen si al. (2011), considerand modelul celor trei parametri cu urmatoarele
caracteristici:  R; = 280.000 kip —in/rad, M,, = 1.250 kip —in, n = 0,98.  Neliniaritatea
fizica a fost modelata la nivel de sectiune, in baza conceptului de articulatie plastica, considerand
curba de plastificare Orbison. In EPASS modelarea comportirii elasto-plastice a sectiunilor s-a
facut utilizand conceptul de articulatie plasticd cu formare instantanee. In Fig. 5.24 se prezinti
comparativ efectele conexiunilor semirigide asupra curbelor de comportare. Se observa o destul
de buna corelare intre curba obtinuta cu programul EPASS si curbele din literatura de

specialitate.

1
.:.’..,,...., ..... @cccces @eccees o
& _'_','.S-
. 0.8 e
] v,
§ v
= o
'S 0.6
E
3
504 oo Chen&Kim
g
=~ cree@eee Nguyen $1 al.
0.2
EPASS
0
0 0.01 0.02 0.03 0.04

Deplasarea laterala [m]

Fig. 5.24 Efectul conexiunilor semirigide asupra curbelor de comportare incarcare-
deplasare laterala.
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5.7 Cadrul portal cu imperfectiuni geometrice initiale locale si globale Galambos& Ketter

Caracteristicile geometrice, de material si de Incarcare ale cadrului portal propus de
Galambos&Ketter (1959) se pot vizualiza in Fig. 5.25. Cadrul a fost studiat, ulterior, de
Alvarenga & Silveira (2009b) pentru a determina cea mai defavorabila configuratie privind
combinarea efectelor imperfectiunilor geometrice initiale locale si globale. In Fig. 5.26 si Fig.
5.27 se pot urmari ipotezele de considerare a efectului imperfectiunilor geometrice initiale locale,
respectiv globale, rezultand astfel 12 combinatii, care se pot vizualiza in Fig. 5.28.

Ay =0.71 cm
} Date:
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H=05H,

Otel: ASTM A 36

E = 20000 kN/cm®
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8o =A/1000=0.36 cm
Ay=A/500=0.71 cm

[= v

A=3356cm

B=5334ecm _ » B=53334cm

Fig. 5.25 Cadrul portal cu imperfectiuni Galambos&Ketter (2009b)

Stalpii sunt incastrati la baza iar conexiunile de prindere in noduri ale elementelor sunt
rigide. Se considera doud ipoteze de incarcare, pentru fiecare configuratie geometricd cu
imperfectiuni, si anume cu includerea sau nu a fortei laterale H = 0.5H, si se monitorizeaza
factorul de incdrcare corespunzator intrdrii in curgere a primei sectiuni Ay, respectiv factorul de
incarcare corespunzator producerii colapsului structurii Acoy. In cazul considerarii fortei laterale H
in analiza, cadrul este incarcat incremental cu forta H, dupd care este mentinuta constanta si sunt
aplicate fortele verticale P = AP, pana la cedarea structurii.
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= _'EII aﬂ_ £t
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Fig. 5.26 Combinatii imperfectiuni geometrice locale (Alvarenga & Silveira, 2009b)
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(b)

(d)
Fig. 5.27 Combinatii imperfectiuni geometrice globale (Alvarenga & Silveira, 2009b)

Compararea rezultatelor s-a facut cu cele furnizate de Alvarenga & Silveira (2009b) si cu
cele obtinute cu programul de element finit Abaqus (2011). Alvarenga & Silveira (2009b) includ
efectele imperfectiunilor geometrice initiale tindnd cont de ordinea aparitiei (locale in urma
procesului de fabricatie, respectiv globale in urma procesului de asamblare, Fig. 2.8), utilizand o
metoda bazata pe dezvoltarea zonelor plastice (2009a).

In programul Abaqus, s-au efectuat analize static neliniare, barele fiind modelate utilizand
elemente liniare, iar pentru discretizare s-au folosit elemente finite de tipul B31 cu dimensiunea
de 100mm. Neliniaritatea de material a fost considerata la nivel de fibra, utilizand criteriul de
curgere von Mises. Imperfectiunile geometrice au fost incluse In starea neincarcatd a structurii,
cu modificarea geometriei initiale a structurii, considerand amplitudinea maxima la mijlocul
elementului, conform precizarilor date de Alvarenga & Silveira (2009b).

I:I
H i
g 4
(2) (c) : (d)
P
H r
Wi A A oy SERy
S b,_‘] ﬁi: aif| &l
- () (n ‘ (g) (h)

(i} (k) i

Fig. 5.28 Combinatii imperfectiuni geometrice locale si globale ale cadrului portal (Alvarenga & Silveira, 2009b)
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In analizele intreprinse de autor, in EPASS, s-a considerat un singur element/bari iar
modelarea comportarii elasto-plastice a sectiunilor elementelor s-a facut in baza conceptului de
articulatie plastica cu formare instantanee. Imperfectiunile geometrice initiale au modelate
considerand o forma initiald sinusoidald cu amplitudinea maxima Jy; (Fig. 5.29) la mijlocul
deschiderii. Se precizeaza ca, desi aceasta suprapunere a efectelor nu este recomandata, Fig. 2.8
(Alvarenga & Silveira, 2009b), s-a constatat ca pentru o deplasare globala Ay = L/500, rotirea d¢;
=8¢ cos(Ag / L) = §¢ cos (1/500) = d.

Ayl

Fig. 5.29 Combinarea efectelor imperfectiunilor geometrice initiale locale si globale

Intr-o prima fazi se studiazi configuratia cea mai defavorabild privind combinarea
efectelor imperfectiunilor geometrice initiale locale si globale, rezultatele fiind centralizate in
Tabel 5.3. Pentru ipoteza de Incarcare cu Py = 0, se inregistreaza erori relative de pana la 2.3%
pentru Ay, respectiv 2.75% pentru A, In comparatie cu rezultatele obtinute in Abaqus; iar 7.9%
pentru A, respectiv 6.75% pentru A In comparatie cu rezultatele furnizate de Alvarenga &
Silveira (2009b). Pentru ipoteza de incarcare cu By = 0.5 se inregistreaza erori relative de pana la
11.36% pentru Ay, respectiv 1.67% pentru A¢, In comparatie cu rezultatele obtinute in Abaqus; iar
21.93% pentru Ay, respectiv 9.4% pentru Ao In comparatie cu rezultatele furnizate de Alvarenga
& Silveira (2009b). Se constata ca diferentele semnificative apar la coeficientul de incarcare
corespunzator plastificarii primei sectiuni, insa se justificd datorita gradului de precizie prin care
se ia in considerare neliniaritatea de material (articulatie plasticd), fatd de metodele la care se
raporteazd (Abaqus (2011) si (Alvarenga & Silveira, 2009a)) care modeleaza comportarea elasto-
plastica prin dezvoltarea graduala a zonelor plastice. In Fig. 5.30 se prezinti comparativ curbele
incdrcare — deplasare laterala pentru configuratia cea mai defavorabild, pentru cele doud ipoteze
de incarcare, By = 0 si g = 0.5. Se constatd o destul de buna concordanta intre curbele obtinute
cu programul EPASS si cele obtinute cu programul Abaqus, efortul computational fiind mult mai
mic.
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Tabel 5.3 Factor de incarcare pentru cadrul portal considerand diferite
combinatii ale imperfectiunilor geometrice initiale
Imp. locale + Imp. globale

Ipoteza (Alvarenga &
o EPASS Abaqus Silveira, 2009b)

incarcare
Bu=0 Bu=0.5 Bu=0 Bu=0.5 Bu=0 Bu=0.5

a Ay 93.2 65.0 91.1 59.3 91.4 55.8
Acol 94.1 67.3 93.02 66.2 92.7 64.5
b Ay 96.9 68.4 96.05 61.42 89.8 56.1
Acol 99.7 71.0 97.11 70.2 93.4 64.9
c Ay 97.9 68.3 96.8 63.79 97.1 59.2
Acol 98.4 70.4 97.36 69.31 97.6 67.5
d Ay 91.9 65.3 90.17 60.02 95.8 59.2
Acol 94.2 67.8 93.7 67.00 97.4 68.0
. Ay 91.9 64.1 90.35 58.7 89.5 54.9
Aol 94.3 68.0 93.65 66.95 93.5 65.0
¢ Ay 97.8 70.3 95.93 65.57 97.1 61.5
Aol 98.4 71.8 97.21 71.00 97.6 68.5
Ay 96.9 67.3 95.10 63.1 95.9 58.1
& Aol 99.7 71.1 97.13 70.13 97.3 68.0
h Ay 94.1 66.8 93.56 61.8 92.4 57.9
Aol 94.7 68.5 94.21 67.74 93.8 65.4
; Ay 97.9 68.1 96.58 62.07 97.1 59.0
Aol 98.4 70.1 97.34 69.16 97.5 67.4
. Ay 96.9 68.3 96.05 64.4 95.9 59.1
J Aol 99.8 70.7 97.13 70.04 97.4 67.8
K Ay 96.9 67.1 95.10 61.50 95.8 57.9
Aol 99.7 70.9 97.13 69.97 97.3 67.9
| Ay 97.9 70.1 96.97 66.1 97.1 61.3
Aol 98.4 71.5 97.34 70.84 97.5 68.3
Observatii:

Notatii: 1. A, - factorul de incércare corespunzator aparitiei primei articulatii
plastice, 2. A - factorul de incircare corespunzator colapsului structurii, 3. fg=0.5
coeficientul de incdrcare pentru forta laterald, H = By Hy unde Hy = 2M,/L, M,, fiind
momentul plastic iar L lungimea elementului.

EPASS — articulatie plastica

[Abaqus] — zone plastice

(Alvarenga & Silveira, 2009b) — zone plastice
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Fig. 5.30 Curbele incarcare deplasare laterala pentru cea mai defavorabild combinatie a efectelor imperfectiunilor
geometrice locale si globale

Tabel 5.4 Factor de incarcare pentru cadrul cu imperfectiuni initiale, S =0

Factor de incarcare [%]

Caz Imperfectiuni geometrice Fig. &) 65)
7\'y }\'col

oo o 100.0
1 Fara imperfectiuni - (100.0)

96.9 99.8
2 Imp. locale Fig. 5.26 (a) [95.3] [97.27]
(95.9) (97.3)

94.4 94.7
3 Imp. globale Fig. 5.27 (d) [93.34] [94.21]
(93.1) (94.2)

93.2 94.3
4 Imp. locale + globale Fig. 5.28 (a) [91.58] [93.14]
91.4) (92.7)

Observatii:

Notatii: 1. A, - factorul de Incarcare corespunzator aparitiei primei articulatii plastice, 2. A -
factorul de incércare corespunzitor colapsului structurii.

EPASS — articulatie plastica

[Abaqus] — zone plastice

(Alvarenga & Silveira, 2009b) — zone plastice

De asemenea, se studiaza efectul izolat al imperfectiunilor geometrice locale si globale,
respectiv efectul combinat al celor doua asupra factorilor de incarcare Ay i Aco1, prin compararea
rezultatelor obtinute in programul Abaqus si cele furnizate de Alvarenga & Silveira (2009b).
Centralizarea datelor se poate vizualita in Tabel 5.4 pentru ipoteza de incarcare cu By = 0, respectiv
Tabel 5.5 pentru ipoteza de incarcare cu By = 0.5. Se constatd o destul de buna concordantd dar
cu un efort computational mult mai mic.
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Tabel 5.5 Factor de incarcare pentru cadrul cu imperfectiuni initiale, fr; = 0.5

Factor de incarcare [%]

Caz Imperfectiuni geometrice Fig. 2,0 o)

68.8 70.6

1 Fara imperfectiuni [64.44] [70.51]
(60.2) (68.0)
70.2 71.6

2 Imp. locale Fig. 5.26 (b) [65.4] [71.096]
(59.1) (67.4)
65.5 67.7

3 Imp. globale Fig. 5.27 (d) [60.35] [67.4889]
(56.9) (65.0)
65.0 67.3

4 Imp. locale + globale Fig. 5.28 (a) [59.3] [66.2]
(55.8) (64.5)

Observatii:

Notatii: 1. A, - factorul de Incarcare corespunzator aparitiei primei articulatii plastice, 2. A -
factorul de incarcare corespunzitor colapsului structurii.

EPASS — articulatie plastica

[Abaqus] — zone plastice

(Alvarenga & Silveira, 2009b) — zone plastice

5.8 Cadrul portal cu imperfectiuni geometrice initiale locale

In Fig. 5.31 sunt prezentate caracteristicile geometrice si de incarcare ale cadrului
portal propus de Liu sial. (2014) pentru calibrarea metodelor de analiza elasto-plastica, cu
considerarea imperfectiunilor geometrice initiale. Conexiunile de prindere ale barelor sunt
considerate rigide, iar legaturile stalpilor cu terenul se realizeaza prin intermediul unor
articulatii. Cadrul este supus wunor fincarcdri verticale (gravitationale) si laterale. Toate
elementele se considerd a avea imperfectiuni geometrice initiale in forma sinusoidald avand o
amplitudine maxima egald cu L/500 in sensul aplicarii fortelor exterioare. Neliniaritatea de
material a fost modelatd la nivel de sectiune in baza conceptului de articulatie plasticd cu formare
instantanee, atat in programul EPASS cét si in programul Mastan2. Rezultatele au fost comparate
cu cele obtinute de Liu si al. (Liu, Liu, & Chan, 2014). Pentru modelarea barelor, Liu si al.
(2014), propun un element finit liniar care este capabil sa surprinda formarea articulatiei plastice
in lungul elementului, fard a fi necesard divizarea barei. Comportarea articulatiei plastice este
modelata introducand un spring in zonele potential plastice, a carui rigiditate scade gradual, pe
masurd ce sectiunea se apropie de limita elastica. Matricea de rigiditate tangenta a elementului
este dedusa prin derivarea de ordinul al II-lea a energiei potentiale de deformatie. Efectul
imperfectiunilor geometrice initiale este inclus in modelul de analizd considerand o forma
sinusoidald cu o amplitudine egald cu L/500. A doua metoda presupune impartirea barei in doua
elemente si modeland imperfectiunile prin modificarea pozitiei nodului din camp in starea
initiald a structurii.
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Fig. 5.31 Cadru portal cu imperfectiuni geometrice initiale

Autorul a efectuat trei tipuri de analize statice neliniare, una in Mastan2 si doud in
EPASS, ambele in ipoteza articulatiilor plastice cu formare instantanee. In Mastan2 s-au
considerat 2 elemente finite/bara, imperfectiunile geometrice fiind incluse in analizd prin
modificarea pozitiei nodului din cAmp in starea premergitoare incircarii structurii. In EPASS
modelarea neliniaritatii de material s-a considerat la nivel de sectiune utilizdnd criteriul de
plastificare liniar din codul american (AISC, 1999). Includerea imperfectiunilor geometrice s-a
facut prin doud metode: impartind barele in doua segmente si modificand pozitia nodului din
cuprinsul ei, respectiv utilizand un singur element/bard si introducind efectul imperfectiunilor ca
forte nodale echivalente corespunzator etapei corector a metodei detaliate in capitolul precedent.
Din graficele prezentate in Fig. 5.32 se poate observa o bund concordantd intre rezultatele de
referintd si cele rezultate cu programul EPASS si Mastan2.

2 1.8
1.8 o0 1.6
1.6
& 14 a 14
g - £ 12
3 s -
s 12 2
s S 1
<S 1 ‘E
Q 9 0.8
E 0.8 «..:@-++ Chan - 1 element/bara —g ---+@--- Chan - 1 element/bara
8 < 0.6
5 0.6 -+--@+++ Chan - 2 elemente liniare/bara E 04 -++-@:-+ Chan - 2 elemente/bara
0.4 EPASS - 1 element/bara . EPASS - 1 element/bara
0.2
0.2 EPASS - 2 elemente/bara EPASS - 2 elemente/bara
0 0 e
0 0.1 0.2 0.3 0 0.005 0.01
Deplasarea laterald in punctul A [m] Deplasarea verticala in punctul A [m]

Fig. 5.32 Curbe comparative incarcare — deplasare pentru cadrul portal cu imperfectiuni
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De asemenea, pozitiile si ordinea de formare a articulatiilor plastice sunt prezentate in
Fig. 5.33 (a), unde se remarcd o buna concordantd la dispunerea articulatiilor plastice In urma
analizelor efectuate iIn EPASS. Se constata respectarea curbei de interactiune plastica, odata cu
plastificarea capatului doi al stalpului doi, Fig. 5.33 (b).

2000
(#3-1.6624) y
[#2-1.735] (#2-1.149) 1600
{#2-1.738]) “
| TR — — — — %
. /
(#1-1.1053), | E 1200
[#1-1.429] 24,
[#1-1.43) Z 800
‘ 400
(Liusi al. -1 element/bard) |
[EPASS - | element/bara| ( 0 @

g

0 50 100 150
M [kNm]

{EPASS - 2 elemente/'bard)}

Fig. 5.33 (a) Pozitiile si ordinea de formare a articulatiilor plastice; (b) variatia combinatiei de eforturi in stalp
in nodul monitorizat

5.9 Cadrul cu doua niveluri Ziemian

Cadrul asimetric cu o deschidere si doua niveluri, studiat de Iffland & Birnstiel (1982), a
fost prezentat intr-un raport asupra stabilitatii structurilor metalice in AISC (American Institute
of Steel Construction). Caracteristicile geometrice, sectionale si de material sunt prezentate in
Fig. 5.34. Cadrul este supus doar unor forte gravitationale uniform distribuite care sunt aplicate
incremental pand la cedarea structurii. Conexiunile de prindere ale elementelor se considera
rigide iar stalpii sunt articulati in bazd. Efectele imperfectiunilor geometrice initiale, al
deformatiilor de luncare, precum al tensiunilor reziduale sunt neglijate in analiza.

Cadrul a fost studiat de autor in programele EPASS, respectiv Mastan2. Analiza efectuata
in EPASS s-a facut pe baza conceptului de articulatie plastica punctuala cu formare instantanee,
sectiunile plastic potentiale fiind in jurul combinatiilor de eforturi maxime. Pentru discretizarea
cadrului s-a utilizat un singur element pe bara. In Mastan2, modelarea comportirii elasto-plastice
a sectiunilor s-a facut utilizand modulul de elasticitate tangent Et iar pentru discretizarea cadrului
s-au utilizat 4 elemente pentru grinzi si unul pentru stalpi. In analiza efectuati cu programul CU-
STAND (Ziemian R. , 1992), modelarea neliniaritatii de material s-a facut in baza conceptului de
articulatie plasticd punctuala si instantanee. Cadrul a fost modelat considerdnd 4 elemente pe
grinda, respectiv 2 elemente pe stilp; fortele uniform distribuite fiind transformate in forte
concentrate echivalente in nodurile aditionale generate in lungul grinzilor. In analizele efectuate
de Tu & Bradford, plastificarea graduald a sectiunilor este modelatd introducand un resort de
rotatie la capetele elementului, a carui rigiditate scade in functie de nivelul de solicitare, conform
relatiilor propuse in (Iu & Bradford, 2012). Incarcarile uniform distribuite vor fi echivalate cu
forte concentrate aplicate in nodurile generate in urma discretizarii elementelor. Pentru
modelarea grinzilor s-au utilizat 4 elemente iar pentru modelarea stalpilor un singur element. Un
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dezavantaj al acestei metode este introducerea unor grade de libertate in plus in matricea de
rigiditate care, ulterior, va trebui condensatd. De asemenea, ambele metode nu sunt capabile sa
suprindd formarea articulatiei in lungul elementului, fiind necesara divizarea barelor, ceea ce
poate ingreuna procesul de executie datoriti datelor ce trebuiesc memorate. in NEFCAD
modelarea neliniaritdtii fizice s-a facut la nivel de sectiune, pe baza relatiilor Ramberg-Orgood cu
parametrii a=1, n=600. Pentru discretizarea barelor s-a utilizat un singur element iar integrarea
numericd in lungul elementelor s-a facut cu metoda Simpson aplicatd pe un numar crescator de
intervale pana la atingerea criteriului de convergenta impus (Chiorean C. G., 2006).
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W 21x44 W 27x102
o & =
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= = =
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.'.\ ; , ral Y
6096 m | 14,630 m

Fig. 5.34 Configuratia geometrica si distributia incarcarilor

Curbele incarcare-deplasare laterald pentru nivelul 1, respectiv nivelul 2 sunt prezentate in Fig.
5.35 si Fig. 5.36. Se constatd o bund concordanta intre curbele incarcare-deplasare laterala,
precum si intre factorii limitd de incdrcare obtinuti cu programul EPASS (plim=0,983) si
programele CU-STAND (plim=1,11), NEFCAD (plim=1,00), Mastan2 (plim=1,01) sau cel
furnizat de Iu & Bradford (plim=0,99). Se remarca eficienta programului EPASS, care utilizdnd
un singur element pentru discretizarea barelor, fiind capabil sd surprindd formarea articulatiei
plastice in lungul elementului, fird necesitetea divizarii barei. In Fig. 5.37 sunt prezentate
pozitiile si ordinea de formare a articulatiilor plastice, In urma analizelor efectuate, si se poate
observa o foarte bund concordantd cu rezulatele din literatura de specialitate. De asemenea, din
Fig. 5.38, se constatd respectarea curbei de interactiune plasticad, odatd ce intr-o sectiune
transversald o articulatie plastica este formata.
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Fig. 5.35 Curba incarcare-deplasare laterala pentru nivelul 1
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Fig. 5.36 Curba incarcare-deplasare laterala pentru nivelul 2
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Fig. 5.37 Ordinea aparitiilor articulatiilor plastice.
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Fig. 5.38 Variatia combinatiei de eforturi in sectiunea A.

5.10 Cadrul cu un nivel si doua deschideri

Urmatorul cadru este propus cu scopul de a confirma performantelor modelului de calcul
abordat in surprinderea aparitiei articulatiei plastice in cuprinsul barei, fard a fi necesara divizarea
elementului in mai multe segmente. Configuratia geometricd si de Incarcarea a cadrului propus s-
a ales astfel incat monitorizarea stdrii de eforturi iIntr-o sectiune plastificatd in cuprinsul
elementelor sa fie posibila. In acest scop, se studiazi doua tipuri de rezemare, si anume: noduri
articulate n baza, respectiv incastrate in baza, considerand trei ipoteze de incarcare pentru forta
laterala F: egala cu P/5, P2, respectiv P. Pentru forte laterale F mai mici decat P/5, s-a observat
ca aparitia primei articulatii plastice are loc la capatul 2 al stalpului 2, iar formarea celei de a
doua articulatii plastice, la mijocul stalpului 1, conduce la producerea unui mecanim local iar
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monitorizarea stdrii de eforturi in cuprinsul barei nu mai este posibila. Din aceste considerente,
pentru studiile Intreprinse nu s-au considerat forte laterale F mai mici decat P/5.

Caracteristicile geometrice, sectionale si de material, precum si incarcarile aplicate pe
structura propusa sunt prezentate in Fig. 5.39. Prinderile barelor in noduri se considera rigide, iar
incarcarile exterioare sunt aplicate incremental proportional pana la cedarea structurii. Efectul
imperfectiunilor inifiale geometrice sau mecanice, precum si al deformatiilor de lunecare
transversald, nu sunt luate in considerare.
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Fig. 5.39 Caracteristicile geometrice, sectionale si de incarcare ale cadrului plan cu doud deschideri
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Fig. 5.40 Curbele forta axiala P-deplasare laterala, pentru cele doud configuratii de rezemare considerate:
(a) articulatii in baza, (b) incastrari in baza.

Compararea si calibrarea rezultatelor programului EPASS s-a facut cu rezultatele furnizate de
programele Mastan2 (McGuire, Gallagher, & Ziemian, 2000) si Abaqus (Hibbitt, 2011).
Modelarea comportdrii elasto-plastice s-a facut in ipoteza formarii articulatiei plastice
instantanee, utilizdnd criteriul de plastificare Orbison in analizele efectuate in EPASS si
Mastan2, respectiv modelarea neliniaritatii fizice la nivel de fibra, utilizdnd criteriul de curgere
von Mises, in programul de element finit Abaqus. In programul dezvoltat de autor, EPASS, in
toate analizele Intreprinse, modelarea structurii s-a facut considerand un singur element finit/bara.
In programul Mastan2, modelarea structurii s-a ficut utilizind elemente liniare. Pentru a putea
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surprinde formarea articulatiei plastice in cuprinsul elementelor, a fost necesard impartirea
stalpilor in doud segmente, grinzile fiind modelate utilizind un singur segmentbari. in
programul Abaqus, s-a efectuat o analizd de tip Static General, barele fiind modelate utilizand
elemente liniare, iar pentru discretizare s-au folosit elemente finite de tipul B31 cu dimensiunea
de 100mm.

In Fig. 5.40 se prezintd comparativ curbele incircare axiali-deplasare laterald in punctul A,
pentru cele doua configuratii de rezemare si cele trei ipoteze de incdrcare. Se constatd o foarte
buna concordantad intre curbele obtinute cu programul EPASS si cele obtinute cu programele
Abaqus, respectiv Mastan2.

Pozitiile si ordinea de formare a articultiilor plastice pentru cadrul plan cu doud deschideri,
pentru toate cazurile tratate, sunt prezentate in Fig. 5.41. S11n acest caz, se poate observa o foarte
buna concordanta intre programele EPASS si Mastan2.
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Fig. 5.41 Pozitiile si ordinea de formare a articultiilor plastice pentru cadrul plan cu doud deschideri
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Fig. 5.42 Variatia combinatiei de eforturi in sectiunea de la mijlocul stalpului 1, pentru cadrul plan articulat in
baza.
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Fig. 5.43 Variatia combinatiei de eforturi in sectiunea de la nodul 2 al stdlpului 2, pentru cadrul plan articulat in
baza.
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Fig. 5.44 Variatia combinatiei de eforturi in sectiunea de la nodul 1 al stalpului 1, pentru cadrul plan incastrat in
baza.
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Fig. 5.45 Variatia combinatiei de eforturi in sectiunea de la mijlocul stalpului 1, pentru cadrul plan incastrat in
baza.
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In Fig. 5.42 - Fig. 5.45 sunt prezentate variatiile combinatiei de eforturi (N,M) pentru toate
cazurile tratate, In sectiunile in care s-a depasit limita elastica si se constatd respectarea curbei de
interactiune plasticd dupa plastificarea integrald a sectiunii. Rezultatele obtinute confirma
performanta modelului de calcul in suprinderea formarii si monitorizarea functiondrii articulatiei
plastice in cuprinsul barei, fara a fi necesara divizarea barei in mai mult segmente.

5.11 Cadrul cu doua niveluri si o deschidere, Liew

Cadrul plan cu doua niveluri si o deschidere a fost propus de Liew (1992), si, ulterior, a
fost analizat de diferiti cercetdtori (Chen, Goto, & Liew, 1996), (Barsan & Chiorean, 1999),
(Chiorean C. G., 2006), pentru calibrarea programelor de analiza avansata a cadrelor cu noduri
semirigide. In Fig. 5.46 sunt prezentate caracteristicile geometrice si de material. Cadrul este
supus unor forte uniform distribuite gravitationale, amplificate cu coeficientul 1.4 si aplicate
incremental; iar stalpii se considera incastrati la baza. Imperfectiunile geometrice globale sunt
modelate in analiza prin inclinarea stalpilor cu Yy = 1/400 1n configuratia geometrica initiala;
imperfectiunile geometrice locale fiind neglijate. Conexiunile de prindere ale grinzilor in noduri
considerate sunt: C-3/4 (R; = 107832,2 kNm/rad, M,, = 200,4 kNm, n = 0,8) pentru nivelul
1, respectiv C-1/2 (R; = 23275,59 kNm/rad, M,, = 92,00 kNm, n = 1,57) pentru nivelul 2.
Comportarea neliniard a conexiunilor flexibile a fost modelata considerand modelul propus de
Liew si al. (1993b). Testarea programului EPASS, s-a facut prin compararea rezultatelor
obtinute cu rezultatele programelor NEFCAD.

In programul NEFCAD, modelarea cadrului s-a ficut considerand un singur element pe
bard iar incdrcarile gravitationale au fost aplicate incremental uniform distribuite. Modelarea
comportarii elasto-plastice ale sectiunilor s-a facut prin includerea modulului de rigiditate la
incovoiere El;si a modulului de rigiditate axial EA, conform relatiilor prezentate in (Chiorean C.
G., 2006). Marimea tensiunilor reziduale considerate este o, = 0.3330,,. In programul PHINGE
(Liew J. Y., 1992) neliniaritatea de material este inclusd in modelul de analizd pe baza unor
relatii analitice, deduse prin calibrare, si care surprind plastificarea graduala, pana la plastificarea
integrald a unei sectiuni transversale. De asemenea, pentru a surprinde plastificarea distribuitd in
lungul elementului, modulul de elasticitate tangent E;, conform CRC, este inclus in matricea de
rigiditate. Cadrul a fost modelat considerand 4 elemente pe grinda iar fortele uniform distribuite
au fost transformate in forte concentrate echivalente in nodurile aditionale generate in lungul
grinzilor. In EPASS, barele au fost modelate utilizind un singur element/bara iar plastificare
graduald a sectiunilor a fost luata in considerare prin modulul de elasticitate tangent E;, conform
relatiilor propuse de (Zubydan, 2010) si detaliate in Subcap. 2.4.1.2. Incircarile gravitationale au
fost aplicate incremental uniform distribuite. Pentru a lua in considerare efectul neliniaritatii
geometrice locale, matricea de rigiditate se corecteaza prin intermediul functiilor de stabilitate,
conform Subcap.4.2.3, care vor fi actualizate la fiecare pas de incdrcare tinand cont de
coeficientul de compresiune. Efectul neliniaritdtii geometrice globale este inclus in modelul
de analiza prin reactualizarea la fiecare pas incremental a coordonatelor geometrice ale nodurilor
si lungimile elementelor. In figurile Fig. 5.48 si Fig. 5.49 se pot vizualiza curbele incarcare-
deplasare laterala iar In Fig. 5.47 sunt prezentate diagramele de momente 1Incovoietoare
corespunzatoare conexiunilor considerate, la valoarea 1.0 a factorului de incarcare. Se poate
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observa o buna concordanta intre rezultatele obtinute cu programul EPASS si cele furnizate de
programele NEFCAD, respectiv PHINGE. Pozitiile si ordinea de formare a articulatiilor
plastice, obtinute cu programul EPASS, NEFCAD si PHINGE este prezentata in Fig. 5.47.
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Fig. 5.47 Diagrama de momente incovoietoare la factorul de incdrcare 1,0 (1.4x Incdarcarea gravitationald)
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Fig. 5.49 Curba incarcare-deplasare laterala pentru nivelul 2

5.12 Cadrul cu sase niveluri Vogel

Unul dintre cele mai importante cadre de calibrare este structura cu sase niveluri propusa
de Vogel (1985). Acest cadru este cunoscut ca fiind unul dintre cele mai sensibile la efectele
combinate ale neliniaritdtii fizice si geometrice si a fost studiat de numerosi cercetatori (Vogel,
1985), (Ziemian R. , 1992), (Chen W. , 1993), (Chen & Kim, 1997), (Chan & Chui, 1997),
(Avery, 1998), (Barsan & Chiorean, Influence of residual stress on the carrying-capacity of steel
framed structures. Numerical investigation, 1999), (Avery & Mahendran, 2000), (Avery &
Mahendran, 2000), (Li & Li, Advanced Analysis and Design of Steel Frames, 2007), (Kim &
Choi, 2005), (Tu & Bradford, 2012) si altii, in vederea testdrii performantelor programelor de
analizd elasto-plastici de ordinul al II-lea. In Fig. 5.50 sunt prezentate caracteristicile
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geometrice §i de iIncarcare ale structurii analizate. Conexiunile de prindere ale barelor sunt
considerate rigide, iar stalpii sunt incastrati in baza. Cadrul este supus actiunii combinate a
incarcdrilor gravitationale uniform distribuite pe grinzi si fortelor laterale care actioneaza
concentrat la nivelul fiecarui etaj., conform Fig. 5.50. Cadrul se considerd a avea imperfectiuni
geometrice globale cu o inclinare a stalpilor cu Y, = 1/450, imperfectiunile geometrice locale
fiind neglijate. Imperfectiunile geometrice globale au fost modelate in mod direct prin
modificarea pozitiilor geometrice ale nodurilor in starea initiala.
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Fig. 5.50 Cadrul cu sase niveluri. Configuratia geometrica si distribuitia incarcarilor

In analizele efectuate cu programul EPASS, comportarea elasto-plasticd s-a considerat in
2 ipoteze: conceptul formarii articulatiei plastice instantanee, neglijandu-se efectul tensiunilor
reziduale (plim=1.13) si dezvoltarea zonelor plastice neglijandu-se efectul tensiunilor reziduale
(plim=1.118) sau considerand efectul tensiunilor reziduale conform ECCS (plim=1.111). Barele
au fost modelate utilizand un singur element/bara iar simularea dezvoltérii zonelor plastice a fost
luata in considerare prin degradarea rigiditatii barelor utilizdnd modulul de elasticitate tangent E,
conform relatiilor Iui Zubydan (2010). Curbele comparative incarcare-deplasare laterald pentru
cele trei tipuri de analizd efectuate cu programul EPASS se pot vizualiza in Fig. 5.53. De
asemenea, rezultatele analizelor au fost comparate cu altele din literatura de specialitate, figurile
Fig. 5.51 si Fig. 5.52. In programul NEFCAD comportarea elasto-plastici a sectiunilor a fost
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modelata utilizand relatiile Ramberg-Osgood cu urmétorii parametri a=1, n=600 (plim=1.14),
iar In programul CU-STAND (Ziemian R. , 1992) neliniaritatea de material a fost modelata in
baza ipotezii formirii articulatiilor plastice (plim=1.13). In analizele efectuate de Vogel (1985)
neliniaritatea de material a fost luata in considerare la nivel de fibra (plim=1.111). De asemenea,
diagramele de momente incovoietoare si eforturi axiale sunt date in Fig. 5.60. Se poate observa o
foarte bund corelare intre rezultatele analizelor efectuate cu programul EPASS si cele din
literatura.

Un aspect care trebuie mentionat este faptul ca, la toate analizele efectuate, s-a folosit un
singur element pentru discretizarea barelor. In acest context, metoda abordati permite
surprinderea articulatiei in cAmp fard a fi necesara divizarea barei. In Fig. 5.59 se pot observa
pozitiile si ordinea de formarea a articulatiilor plastice pentru modelul articulatiilor plastice cu
formare instantanee. Un alt aspect foarte important care se poate remarca in Fig. 5.54 este faptul
ca, dupa formarea articulatiei plastice intr-o sectiune transversald, variatia combinatiei de
eforturi respectd curba de interactiune plastica.

Variatia modulului de elasticitate in functie de momentul incovoietor adimensional se
poate urmari in Fig. 5.55 - Fig. 5.58 pentru modelul cu neglijarea, respectiv considerarea
efectului tensiunilor reziduale. Si in acest caz se remarca respectarea curbei de interactiune
plastica, odata ce intr-o sectiune transversala este formatd o articulatie plastica. De asemenea,
distributia procentuald a sectiunilor plastificate se poate vizualiza in Fig. 5.59 si se constata o
buna concordanta cu rezultatele din literatura de specialitate.
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Fig. 5.51 Curba incarcare-deplasare laterald pentru nivelul 4.
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Fig. 5.52 Curba incarcare-deplasare laterala pentru nivelul 6.
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Fig. 5.54 Variatia combinatiei de eforturi in sectiunile plastificate
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Fig. 5.55 Variatia modulului de elasticitate in functie de momentul incovoietor adimensional fard considerarea
tensiunilor reziduale; pentru stalpi.

\
0.8

Element 25, nod 2 \

\
Element 25, camp

P Element 26, nod 2
' Element 26, camp
— — Element 27, nod 2

Esr/E

Element 27, camp
— - - Element 28, nod 2

Element 29, camp
02 | ====-

Element 30, nod 1

Element 30, nod 2
Element 30, camp

0.8 0.85

M/ My

Fig. 5.56 Variatia modulului de elasticitate in functie de momentul incovoietor adimensional fara considerarea
tensiunilor reziduale, pentru grinzi.

-171-



Esr/E

Element 7, nod 1

03 — = = Element 6, nod 1 \\ \ \\
. — — = Element 6, nod 2 \ N\,
AR

Element 7, nod 2
--------- Element 8, nod 1
......... Element 8, nod 2
04 | — —Element 13, nod 1
— — Element 13, nod 2 :
— - - Element 14, nod 1 “ - 5
02 | — .. Element 14, nod 2 " l ‘

0.6

Esr/E

-

-
|
!

----- Element 18, nod 1

ol |
----- Element 18, nod 2 ( F\ “ ..
0 N
0 0.5

0 0.1 0.2 0.3 0.6 0.7 0.8 0.9 1

M/ My

Fig. 5.57 Variatia modulului de elasticitate in functie de momentul incovoietor adimensional cu considerarea
tensiunilor reziduale conform ECCS; pentru stalpi.
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Fig. 5.58 Variatia modulului de elasticitate in functie de momentul incovoietor adimensional cu considerarea
tensiunilor reziduale conform ECCS; pentru grinzi.
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Fig. 5.59 Distributia procentuald a sectiunilor plastificate.

Pentru testarea si calibrarea programului EPASS, s-a studiat si efectele comportarii
conexiunilor semirigide ale grinzilor, tipurile de conexiuni considerate sunt C5/8 si au
urmatoarele  caracteristici  (Liew &  Chen, 1994): R; = 47716.17 kNm/rad,
M, = 134.063 kNm, n = 0.8. S-au efectuat doud analize, cu considerarea conexiunilor
flexibile cu comportare liniara, respectiv neliniard (modelul celor trei parametri). Curbele
comparative incdrcare-deplasare laterala, pentru nivelurile 4 si 6 sunt prezentate in figurile Fig.
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5.61 si Fig. 5.62. Rezultatele obtinute sunt comparate cu rezultatele furnizate de programul
NEFCAD (Chiorean C. G., 2006) si se constatd o bund concordantd intre curbele incarcare-

deplasare laterala.
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Fig. 5.60 Diagramele de momente incovoietoare §i eforturi axiale.
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Fig. 5.62 Efectul conexiunilor semi-rigide asupra curbelor de comportare incarcare-deplasare laterald pentru

nivelul 6
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5.13 Concluzii preliminarii

Pentru a verifica eficienta si acuratetea programului de calcul s-au efectuat analize pe
structuri considerate standard, care au fost abordate de numerosi cercetatori in domeniu pentru
calibrarea modelelor de analiza avansatd sau alte structuri propuse de autor. Analizele efectuate
sunt statice neliniare, in domeniul elastic sau plastic, efectele pierderii stabilitatii locale, atat
flambajul local, cat si flambajul din torsiune, fiind neglijate in analiza. Pentru determinarea
raspunsului structurii, s-a utilizat metoda simplu incrementala cu control in fortele exterioare,
surprinderea comportirii post critice nefiind posibili. In urma rezultatelor obtinute se pot
evidentia urmatoarele remarci:

e Referitor la analiza geometrica neliniara a cadrelor cu elemente cu sectiune variabila

Se poate observa o buna concordanta intre rezultatele obtinute cu programul EPASS cu cele din
literatura de specialitate (Bazeos & Karabalis, 2006), ( Saffari, Rahgozar, & Jahanshahi, 2008),
(Valipour & Bradford, 2012), (Soltani & Mohri, 2014), (Rezaiee-Pajand, Shahabian, &
Bambaeechee, 2015) sau cele obtinute cu programul de element finit ABAQUS (2011). Se
remarca eficienta programului EPASS, utilizdnd un singur element pentru discretizarea barelor,
considerdnd 10 puncte de integrare Gauss-Lobatto, in comparatie cu 4 elemente necesare pentru
modelarea stalpilor cu metoda propusa de Karabalis & Beskos (1983) sau modelele create in
aplicatia Abaqus care necesitd un numar semnificativ de elemente finite pentru asigurarea
convergentei; diferentele intre metode incadrandu-se in limita de 3%. De asemenea, studiile
efectuate reflectd acuratetea rezultatelor obtinute cu metoda propusa, chiar si atunci cand un
numar mic de termeni se utilizeaza in seria de puteri (8, 10 termeni).

e Referitor la analiza elasto-plastica a structurilor sensibile la efectele dezvoltarii zonelor
plastice

In programul EPASS, dezvoltarea zonelor plastice pe indltimea sectiunii transversale, precum si
in lungul elementului este simulatd considerand modulul de elasticitate tangent Et, conform
relatiilor propuse de Zubydan (2010). Se remarca eficientamodelului propus, prin utilizarea unui
singur element pe bard, se atinge un nivel de acuratete al rezultatelor comparabil cu cel furnizat
de alte metode mai complexe dezvoltate pentru modelarea explicita a plastificarii distribuite, prin
monitorizarea inelasticitatii la nivel de sectiune (Zubydan, 2010), (Chiorean C. G., 2006) sau la
nivel de fibra (White, 1985), (Vogel, 1985), (Ziemian R. , 1992), dar care necesitd, de reguld, un
numadr mai mare de elemente finite pentru discretizarea barelor. De asemenea, s-a constatat o
degradare mult mai lind a rigiditatii elementelor In cazul includerii tensiunilor reziduale in
modelul de analiza, spre deosebire de o degradare mai accentuatd in cazul ignorarii lor.

Si in cazul structurilor avand in componentd bare cu sectiune variabila este de remarcat precizia
rezultatelor obtinute cu modelul propus In comparatia cu cele din literatura de specialitate (L1 &
Li, 2007), (Hayalioglu & Saka, 1992) sau cele obtinute cu programul de element finit Abaqus
(2011).

Se poate observa o buna concordantd la pozitiile si ordinea de formare a articulatiilor plastice in
urma analizelor efectuate in EPASS, cu cele obtinute cu alte programe Mastan2 (McGuire,
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Gallagher, & Ziemian, 2000) si cele din literatura de specialitate (Vogel, 1985), (Ziemian R. ,
1992), (Chiorean C. G., 2006).

e Referitor la efectele imperfectiunilor geometrice initiale, la nivel de element, asupra
raspunsului structurii

In urma studiilor efectuate, s-a constatat ci neincluderea efectului imperfectiunilor geometrice
initiale In modelul de analiza poate conduce la o estimare gresita a capacitatii ultime de rezistenta
si deformabilitate, in special, intr-un calcul geometric neliniar. Insi, astfel de situatii nu vor
apdrea niciodatd in proiectarea curentd datorita caracteristicilor geometrice si de material ale
elementelor care vor ceda pentru valori mult mai mici alte fortei axiale de compresiune. Astfel,
intr-un calcul neliniar elasto-plastic s-a constatat ca efectul imperfectiunilor geometrice initiale
influenteaza indeosebi starea de deformabilitate si nu capacitatea ultima de rezistenta.

e Referitor la efectele conexiunilor semi-rigide asupra raspunsului structurii

Comportarea neliniara a conexiunilor flexibile a fost modelata considerdnd modelul celor trei
parametri propus de Liew si al. (1993b). Calibrarea modelului s-a facut prin compararea
rezultatelor cu cele din literatura de specialitate, avutd la dispozitie. Se constata o corelatie destul
de buna intre rezultatele obtinute cu programul EPASS si cele furnizate de programul NEFCAD
(Chiorean C. G., 2006), respectiv PHINGE (Liew J. Y., 1992).

o Referitor la efectul curbei de interactiune plastica asupra starii de eforturi in element

Un aspect important privind modelul de analizd abordat in programul EPASS este de remarcat, si
anume respectarea curbelor de interactiune plasticd, odata ce intr-o sectiune transversald s-a
depasit limita elastica, nefiind necesara divizarea barei in mai multe segmente pentru captarea si
monitorizarea functionarii articulatiilor plastice. Calibrarea modelului de analizd s-a facut prin
analiza unor structuri tratate in literatura de specialitate (Ziemian R. , 1992), (Vogel, 1985),
(2014) sau propuse in aceasta lucrare. Astfel, s-a propus un cadru plan solicitat la ncarcari
axiale gravitationale si o forta laterala in cuprinsul stalpului. Configuratia geometrica si de
incdrcare a fost aleasd cu scopul de a studia starea de eforturi intr-o sectiune transversala in
cuprinsul barei, odatd ce o articulatie plasticd este formatd. Calibrarea modelului de analiza s-a
facut prin compararea rezultatelor cu cele obtinute cu programele Mastan2 (McGuire, Gallagher,
& Ziemian, 2000) si Abaqus (2011) si se constatd o buna concordanta intre curbele obtinute, dar
cu un efort computational mult mai mic.
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Cap. 6 Concluzii, contributii personale si directii viitoare de cercetare

6.1 Concluzii generale

Odata cu dezvoltarea tehnologiei pe calculator, analiza avansatd a structurilor devine
posibila.in acest context, metodele avansate de analizi pot descrie in mod satisfacator rezistenta,
rigiditatea si stabilitatea globala a structurii, astfel incat verificarea individuald a fiecarui element
component al structurii sd8 nu mai fie necesara (Chen W. , 1993) (Maleck, White, & Chen, 1995),
(L1 & Li, 2007), (Chiorean C. G., 2009). De asemenea, mecanismul de cedare este surprins, prin
pierderea stabilitatii, epuizarea capacitatii portante sau prin efectul combinat al acestora.
Detectarea pozitillor si ordinea de formare a articulatiilor plastice permite suprinderea
redistribuirii eforturilor in elemente si, astfel, conduce la o proiectare mai economicd a
structurilor, releva capacitatile de ductilitate conferind, totodatd, un grad de sigurantd mai
uniform pe structura

In ultimii ani, proiectarea constructiilor rezistente la cutremur sau la alte actiuni de natura
exceptionala cunoaste un evident proces de clarificare si adecvare la ultimele observatii, oarecum
surprinzatoare, furnizate de cutremurele majore din ultimii ani, precum si de cele desprinse din
studiul fenomenelor de colaps progresiv ale cladirilor provocate de explozii sau atacuri teroriste.
Isi gdsesc noi raspunsuri intrebirile referitoare la obiectivele de performanti ale proiectarii -
proiectare bazata pe forte (rezistente) sau pe deplasari (deformatii), determinarea raspunsului
elastic sau inelastic, analiza liniarda sau neliniard, statica sau dinamicd, deterministd sau
probabilista, etc. Codurile de proiectare incearca sa ofere o mai buna ghidare a proiectarii pentru
satisfacerea cerintelor de rezistenta, ductilitate si control al deformatiilor pentru structurile supuse
atat unor actiuni majore, dar rare, cat si unora moderate sau minore, dar cu frecventa mai mare de
aparitie. Pe de alta parte, in pofida progreselor spectaculoase realizate in ultimii ani in cresterea
puterii calculatoarelor, analizele statice sau dinamice neliniare pretind, in continuare, timpi de
executie prohibitivi, mai ales cand sunt utilizate programe de analizd structuralda cu elemente
finite de “fibra” (inelasticitate distribuitd), pentru a modela raspunsul neliniar al unor structuri
inalte cu iregularitati in plan si elevatie, si care, de reguld, pretind modele tridimensionale
alcatuite din sute sau chiar mii de elemente. Analizele statice neliniare, chiar daca reprezinta
metode aproximative, simplificind caracterul dinamic al actiunii, ofera importante informatii
referitoare la raspunsul structural ca de pilda: (1) identificarea zonelor critice in care deformatii
inelastice importante pot sa apara, (2) evidentierea neregularitatilor de rezistentd, in plan si in
elevatie, care ar putea produce importante schimbari ale caracteristicilor raspunsului static sau
dinamic inelastic, (3) evaluarea cerintelor de rezistentd in elementele cu rupere potential casanta
si (4) predictia succesiunii de aparitie a curgerii sau a cedarilor in elemenetele structurale. In
plus, devoalarea explicita a rigiditdtii, rezistentei si ductilitatii unei structuri date de catre curba
de comportare inelastica pushover exprimata prin relatia forta-deplasare, constituie tipul de date
calitative care sunt intotdeauna cele mai importante si mai utile in aplicatiile de proiectare
curente.
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Consideratiile de mai sus constituie un motiv suficient pentru ca metodele de analiza
statica neliniara sa continue sa fie dezvoltate si perfectionate, astfel incat aceste instrumente sa
poata deveni mai sigure si mai utile, fie cad sunt utilizate pentru a inlocui metodele de analiza
dinamica neliniard in proiectarea/evaluarea seismicd a unor structuri relativ simple, de tip
structuri regulate, fie in cazul in care sunt folosite complementar unor analize dinamice elaborate,
pentru cazul unor structuri complexe. Trebuie mentionat, de asemenea, faptul ca tematica
abordata in aceastd lucrare se inscrie n preocupdrile de datd recentd sau mai putin recentd ale
membrilor colectivului din cadrul departamentului de mecanica constructiilor din cadrul UTCN.
Dezvoltarea unor metode de analiza neliniara sau de stabilitate a structurilor alcatuite din bare
prismatice sau non-prismatice reprezintd un subiect complex, de traditie si de continua
actualitate, fapt justificat de numarul lucrarilor stiintifice valoaroase elaborate de membrii acestui
colectiv In acest domeniu, amintind aici doar céateva dintre acestea (Alexa, 1976), (Barsan G. ,
1978), (Pantel, 1976), (Chisalita, 1983), (Kopenetz ,1989), (Chiorean C. G., 2001), (Popa, 2003),
(Nedelcu, 2009), (Chira, 1999), (Bors 1. , 2014).

Obiectivele cercetdrii intreprinse in cadrul acestei lucrari se incadreaza direct in aceastd
tendintd manifestatd pe plan mondial si national de dezvoltare si promovare a metodelor de
analiza statica neliniard avansata a structurilor cu impact direct asupra codurilor de proiectare si
implicit asupra activitatii curente de proiectare a structurilor. Subordonate acestui scop,
principalele obiective ale cercetdrii si gradul de indeplinire a acestora va fi sintetizat In
continuare.

Pentru evaluarea raspunsului neliniar al cadrelor plane din ofel, cu considerarea efectelor
de ordinul al II-lea, locale si globale ale neliniaritatii geometrice, imperfectiunilor initiale
geometrice sau mecanice, deformatiilor de lunecare, ca si comportarea neliniard a conexiunilor
flexibile dintre bare, s-a dezvoltat o aplicatie, EPASS, in mediul de programare Matlab 7.11.
Calculul este incremental-iterativ, rezolvarea fiind condusa in metoda pasilor controlati de
incarcari cu cresterea incrementald a fortelor exterioare, surprinderea comportamentului
postcritic nefiind posibilda. Relatia incrementala forta-deplasare la nivel de element este
determinatd pornind de la formula Maxwell-Mohr de calcul a deplasarii generalizate la capetele

elementului AS,,, din aplicarea unei forte generalizate AP, urmand apoi o sistematizare a

rezultatelor In formd matriceald si evidentiind in acest fel in prima fazd relatia incrementald
deplasare-forta, matricea de flexibilitate a elementului si vectorul deplasarilor rezultate din
incarcarile aplicate in lungul barei. In aplicarea relatiei Maxwell-Mohr, momentele incovoietoare
din lungul barei, in calcul geometric neliniar, vor fi obtinute prin integrarea ecuatiei diferentiale
de echilibru a barei considerand ca si necunsocutd principald momentul incovoietor. Prin
inversarea relatiei deplasare-forta se va obtine relatia incrementald fortd-deplasare cu
evidentierea matricei de rigiditate incrementala si a vectorului fortelor nodale echivalente.
Mentionam faptul cd in cazul in care bara este cu sectiune variabila, intr-un calul geometric
neliniar, momentul incovoietor, intr-o sectiune curentd x a barei, nu mai poate determinat cu
exactitate, intrucat ecuatia diferentiald a fibrei medii deformate devine una neliniard cu
coeficienti variabili (modulul de rigiditate la incovoiere EI variaza in lungul barei) si o solutie
analitica a acestei ecuatii este, In general, greu de obtinut, in unele situatii chiar imposibil. Ca
urmare, s-a considerat oportuna studierea a doud procedee pentru evaluarea aproximativa a
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momentului incovoietor in calculul geometric neliniar (considerarea efectului fortei axiale de
compresiune/intindere in exprimarea conditiilor de echilibru la nivel de element). Primul
procedeu este unul practic, si care, pentru exprimarea momentului incovoietor in lungul barei,
presupune integrarea euatiei diferentiale de echilibru a barei consideratd cu un modul de
rigiditate la incovoiere echivalent si aplicarea relatiei Maxwell-Mohr. In acest fel, in expresia
momentului incovoietor este inclus un coeficient de compresiune mediu (echivalent) care este
determinat tindnd cont de raportul momentelor de inertie ale sectiunilor de la capetele
elementului. Al doilea model, considerat aici cel ,,exact”, are la baza o tehnicd de rezolvare a
ecuatiei diferentiale de echilibru de ordinul al II-lea cu coeficienti variabili prin dezvoltare in
serii de puteri, avand ca necunoscuta principald momentul incovoietor, efectul imperfectiunilor
geometrice initiale putand fi incluse in seriile de puteri prin dezvoltarea Taylor. Avand
exprimarea analiticd a momentului incovoietor, matricele de rigiditate si vectorul fortelor nodale
echivalente se determina ca si In cazul precedent prin aplicarea relatiei Maxwell-Mohr.Modelul
adoptat pentru modelarea comportarii elasto-pastice este cel al plastificarii concentrate avand la
bazi conceptul de articulatie plastici punctuali cu formare instantanee. In aceastd acceptiune
formarea si functionarea articulatiilor plastice este permisa doar in anumite sectiuni carcateristice
ale barei (de reguld cele maxim solicitate-capetele elementului sau intr-o sectiune din cuprinsul
elementului), articulatiile plastice fiind de dimensiune zero, restul elementului avand o
comportare elasticd. Formarea si functionarea articulatiei plastice este guvernata de un criteriu de
plastificare care poate fi exprimat sintetic, in spatiul fortd axiald-moment incovoietor, prin
intermediul curbelor de interactiune plastica definite, in general, prin relatii analitice de forma
multi-liniara (spre exemplu cele date de codul american AISC-LRFD) sau neliniara (Orbison).
Astfel, modelul propus in (Chiorean C. G., 2006)ce exprima relatia forta-deplasare la nivel de
element 1n conditiile formarii articulatiilor plastice la capete elementului si in cuprinsul acestuia
este extins pentru considerarea barelor cu sectiune variabild coroborat cu considerarea efectelor
de ordinul al II-lea in exprimarea momentelor incovoietoare si a imperfectiunilor geometrice in
lungul elementului. Metoda propusd implica modelarea structurii utilizdnd un singur element si
nu necesitd divizarea barei, chiar daci o articulatie plastica este formatd in cuprinsul barei.in
cazul barelor prismatice, pentru a tine cont de efectul neliniaritatii geometrice locale sunt utilizate
functii de stabilitate, pentru fiecare element, care sunt actualizate la fiecare pas de incarcare, in
functie de coeficientul de compresiune.

Efectul neliniaritatii geometrice globale este inclus in modelul de analizd prin
reactualizarea la fiecare pas incremental a coordonatelor geometrice ale nodurilor si lungimile
elementelor. Modelarea conexiunilor semirigide se face prin includerea unui resort de rotatie
intre grinda si stalp iar efectul lor este inclus in matricea de rigiditate tangenta si in vectorul
fortelor nodale echivalente. Efectele descarcarilor elastice si al reconsolidarii materialului au fost
neglijate in analiza.

Studiile numerice intreprinse de autor au scopul de a verifica eficienta modelului de
calcul propus si acuratetea programului de calcul EPASS. Astfel, au fost selectate structuri
reprezentative, care au fost analizate de alti cercetdtori din domeniu, pentru validarea metodelor
de analizi avansati. In urma rezultatelor obtinute se pot evidentia urmitoarele remarci
importante:
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e Referitor la evaluarea termenilor matricei de rigiditate a barelor cu sectiune variabila in
calculul geometric neliniar:

Pentru a demonstra stabilitatea procedeului numeric propus, cel avansat care implica
abordarea in serii de puteri pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale neliniare, s-au efectuat studii
de convergenta pentru elemente cu sectiune transversald circulara sau dreptunghiulara variabila,
care au fost analizate si de alti cercetitori (Al-Sarraf, 1979), (Al-Sadder, 2004). in urma
interpretarii rezultatelor s-a constatat o foarte buna concordanta intre modelul numeric propus si
rezultatele din literatura de specialitate, si se poate observa eficienta metodei, fiind, in general,
mai rapid convergentd, chiar si in cazul unui raport mare al sectiunilor transversale de capat
(dA/dB = 3).

In urma studiilor efectuate, s-a observat ci metoda de integrare utilizati nu influenteaza
semnificativ numadrul necesar de termeni in expresia functiei polinomiale, pentru asigurarea
convergentei. In schimb, pentru cazurile studiate, metodele Gauss sunt mai rapid convergente
decat regula Simpson 3/8, fiind necesar un numar de minim 3 puncte de integrare, spre de
dosebire de 6 puncte de integrare.

o Pentru analiza geometrica neliniara a cadrelor plane sau a elementelor individuale
avand sectiune variabila:

In cazul utilizarii procedeului practic propus, se recomandi ca raportul indltimilor sectiunilor
transversale de capat sa nu fie mai mic de 0.6. Altfel, se constata inregistrarea unor erori de peste
8%. In acest caz se recomand utilizarea formularii cu serii de puteri care s-a demonstrat a fi
stabild si care conduce la obtinerea unor rezultate cu un inalt grad de precizie.

Pentru evaluarea fortei axiale critice, daca modelarea barei se face prin divizare in elemente
liniare cu sectiune constantd, considerand matricele de rigiditate corectate cu functiile de
stabilitate, este, In general, nevoie de aproximativ 100 segmente pentru a se atinge acuratetea
dorita.

Pentru determinarea fortei axiale critice a barelor cu sectiune variabild sau a cadrelor portale
care au in componenta lor elemente cu sectiune variabila s-au efectuat studii pe structuri analizate
de alti cercetatori (Al-Sadder, 2004),(Bazeos & Karabalis, 2006), ( Saffari, Rahgozar, &
Jahanshahi, 2008), (Valipour & Bradford, 2012). Modelul propus, considerand un singur element
liniar pentru discretizarea barei, cu 10 puncte de integrare, conduce la rezultate comparabile cu
cele din literaturd si cu cele furnizate de programul de element finit Abaqus (2011), efortul
computational fiind semnificativ mai mic. Astfel, daca pentru o bard cu sectiune transversald
variabild I, Abaqus efectuat o analiza in 500 de pasi (pas de incarcare variabil de 1a 0.002 la 1 din
forta exterioard) pentru a obtine forta axiald critica de compresiune, timpul de executie fiind
101.73 minute; analiza efectuata cu modelul propus a condus la obtinerea fortei axiale critice n
1814 pasi de incarcare (pas de incarcare constant 0.1 din forta axiald) in doar 355.12 secunde. De
asemenea, s-a constatat ca pentru obtinerea fortei axiale critice pe directia minima de inertie, un
numar de 5 termeni in seriile de puteri sunt suficienti pentru obtinerea unor rezultate cu erori sub
3%, spre deosebire de minim 10 termeni necesari in formularea propusa de Soltani si al. (2014).
In cazul evaluirii fortei axiale critite pe directia maxima de inertie, s-a observat ci un numir de
8-9 termeni este suficient pentru obtinerea unor rezultate cu erori sub 5%, spre deosebire de 13-
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14 termeni necesari altor formuldri mentionate in literatura de specialitate (Li & Li, 2002),
(Hadidi, Azar, & Marand, 2014).

Si in cazul barelor cu sectiune transversala I si dubla variatie se constatd o buna concordanta
intre rezultatele obtinute cu programul EPASS si cu programul Abaqus. In Abaqus modelarea
barei s-a facut utilizand elemente finite de tip “shell” S4R cu discretizare de 10 mm iar In EPASS
s-au considerat doud elemente/bard, cate un element cu 10 puncte de integrare pentru fiecare
variatie a indltimii inimii.

Deplasarea in cuprinsul barei poate fi evaluatd utilizand relatiile Maxwell-Mohr, cupland
efectele din deformatiile de lunecare datorate fortei taietoare si efectul neliniaritatii geometrice
locale. Pentru a calibra modelul matematic, s-au efectuat analize pe elemente cu sectiune
variabila studiate de alti cercetatori in domeniu (L1 & L1, 2002), (Hadidi, Azar, & Marand, 2014),
iar rezultatele obtinute confirma performanta si eficienta metodei propuse

e Referitor la analiza elasto-plastica a cadrelor plane din otel

In cazul modelului clasic cu articulatii plastice cu formare instantanee, se constati o foarte
buna corelare intre rezultatele obtinute cu programul EPASS si cele mentionate in literatura de
specialitate (Ziemian R. , 1992), (Chiorean C. G., 2006).

Simularea dezvoltarii zonelor plastice s-a facut prin includerea modulului de elasticitate

tangent Et, conform relatiilor propuse de Zubydan (2010), iar pentru discretizarea structurilor s-a
utilizat un singur element/bard. Si in acest caz, se constatd obtinerea unor rezultate avand o
precizie satisficatoare, in varianta includerii sau nu a efectelor tensiunilor reziduale, n
comparatie cu analizele la nivel de fibra (Vogel, 1985), (Ziemian R. , 1992), (Chiorean C. G.,
2006), iar distributia procentuald a sectiunilor plastificate sunt in buna corelare cu rezultatele din
literatura de specialitate. Se poate observa ca includerea efectelor tensiunilor reziduale produc o
degradare mai “lind” a rigiditatii elementelor, insa nu influenteaza semnificativ factorul ultim de
incdrcare, in cazul structurilor cu grad de determinare mare. De asemenea, se remarca influenta
curbei de interactiune plasticd consideratd in modelul de calcul asupra capacitatii ultime de
incarcare. Astfel, pentru exemplele studiate, curba de plastificare Orbison supraestimeaza
coeficientul de incarcare ultim cu aproximativ 3.5% fatd de cea propusa in codul american AISC-
LRFD. Totusi, se observa respectarea curbei de interactiune plasticd, odata cu plastificarea unei
sectiuni, indiferent de conditia de plastificare considerata in analiza.
Importanta includerii incarcarilor uniform distribuite pe bara este cunoscutd in practica curenta.
In acest scop, procedeul abordat permite surprinderea articulatiei in cAmp nefiind necesara
divizarea barei in mai multe segmente pentru captarea si monitorizarea functiondrii articulatiilor
plastice. Efectul imperfectiunilor geometrice initiale nu influenteaza semnificativ factorul
limita de incarcare, in special la structurile cu un grad de nedeterminare mare. insa, intr-un calcul
geometric neliniar, s-a constatat ca includerea imperfectiunilor geometrice initiale influenteza
major capacitatea de deformabilitate a elementelor.

Comportarea conexiunilor flexibile ale grinzilor a fost studiata considerdnd o variatie
liniard sau neliniard (modelul celor trei parametri). Rezultatele obtinute sunt comparate cu
rezultatele furnizate de programul NEFCAD (Chiorean C. G., 2006) si se constatd o buna
concordantd intre curbele incdrcare-deplasare laterala.
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6.2 Contributii personale

Principalul demers al acestei lucréri consta in dezvoltarea unei metode coerente de analiza
statica neliniard implementat intr-un program de calcul specializat pentru analiza statica neliniara
avansatd a structurilor in cadre cu noduri semi-rigide alcatuite din bare cu sectiune variabila.
Principalele caracteristici, care dau plus valoare modelului de calcul elaborat si programului de
calcul dezvoltat si il fac competitiv cu alte modele si programe care vizeaza calculul neliniar al
structurilor formate din bare cu sectiune variabild derivd din faptul ca, spre deosebire de
metodele dezvoltate pe MEF in cadrul carora acuratetea este controlatd prin subimpartirea barelor
intre noduri, modelul propus discretizeaza structura in elemente constituite din intreaga bara.
Aceasta abordare conduce la un numar redus de grade de libertate, identic cu cel din analiza

liniara a structurilor, acelasi model numeric utilizat la analiza liniara poate fi utilizat la analiza
neliniard. Timpul calculator relativ redus precum si multitudinea de informatii pe care aplicatia le
furnizeaza fac din aplicatia dezvoltatd un instrument deosebit in sprijinul analizei si proiectarii
structuilor in cadre alcatuite din bare non-prisamtice cu conexiuni semi-rigide.

In acest context general consideram cd urmadtoarele aspecte reprezinta contributii majore aduse
tehnicii actuale de calcul in acest domeniu:

e Formularea relatiilor forta-deplasare la nivel de element pentru bare cu sectiune
variabili, combinind abordarea in serii de puteri cu metoda Maxwell Mohr. In acest
scop, expresia momentului Incovoietor a fost determinata prin rezolvarea ecuatiei
diferentiale neliniare de echilibru de ordinul al II-lea cu coeficienti variabili prin dezvoltare
in serii de puteri. Avand evaluati coeficientii de flexibilitate cu metoda Maxwell-Mohr, prin
inversare, se poate determina matricea de rigiditate. Procedeul propus utilizeaza un singur
element/bard si include efectele fortei axiale in lungul elementului, al imperfectiunilor
geometrice initiale, precum si al fortelor uniform distribuite aplicate in lungul elementelului

e Propunerea unei formuliri practice pentru calcului geometric neliniar al barelor cu
sectiune variabild. Acest procedeu presupune exprimarea aproximativd a momentului
incovoietor in lungul barei, prin integrarea ecuatiei diferentiale de echilibru a barei
considerata cu un modul de rigiditate la incovoiere echivalent (constant) si aplicarea relatiei
Maxwell-Mohr pentru determinarea relatiilor deplasare-forta. In acest fel, in expresia
momentului Incovoietor este inclus un coeficient de compresiune mediu (echivalent) care este
determinat tindnd cont de raportul momentelor de inertie ale sectiunilor de la capetele
elementului. Pentru a se determina raportul maxim intre sectiunile de capat ale barei, pentru
obtinerea unor rezultate cu acuratete satisfacatoare, s-a efectuat un studiu numeric in urma
caruia s-a constatat inregistrarea unor erori peste 8%, daca raportul sectiunilor de capat este
mai mic decat 0.6.

e Dezvoltarea unei aplicatii, EPASS, in mediul de programarea Matlab 7.11 pentru analiza
staticd neliniard a cadrelor plane din otel cu considerarea efectelor neliniaritatii geometrice
locale si globale, de material (la nivel de sectiune), a imperfectiunilor initiale geometrice si
mecanice, deformatiilor de lunecare, precum si a conexiunilor flexibile. Modelarea
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structurilor s-a facut considerand un singur element/bara, iar forte in cuprinsul barei pot fi
incluse direct in analiza fara a fi necesara divizarea elementelor. Acest aspect este deosebit de
important, in contextul in care discretizarea elementelor componente ar presupune
reconfigurarea geometriei structurii la fiecare pas incremental, ceea ce poate deveni un proces
complicat pentru programator datorita datelor ce trebuiesc memorate si, de asemenea, implica
un efort computational mare, ceea ce nu este practic utilizatorilor. Modelarea comportarii
elasto-plastice a sectiunilor se face pe baza conceptului de articulatie plastica, care impune
respectarea curbei de interactiune plastica intr-o sectiune integral plastificatd (in modelul
plastificarii instantanee sau graduale), zonele potential plastice fiind la capetele elementului,
precum si in lungul lui.

6.3 Directii viitoare de cercetare

Consideram ca performantele si stadiul actual de dezvoltare a metodei prezentate in
aceasta lucrare poate deschide noi orizonturi de dezvoltare in acest domeniu. Principalele
extinderi ale procedeului vizeaza urmatoarele aspecte:

e Integrarea unei metode numerice cu control in deplasari sau lungime de arc. Se
cunoaste cd la structurile din otel cu elemente zvelte, flambajul local este posibil, astfel
ca, pe parcursul incdrcarilor, aparitia unor fenomene de tip ,,snap-back” si ,,snap-through”
este posibild, iar includerea procedeului dezvoltat intr-o astfel de metoda generala de
solutionare este absolut necesara. De asemenea, utilizdnd o astfel de metoda este posibil
studiul in domeniul post critic de comportare al structurilor.

e Extinderea modelului dezvoltat la analiza neliniari a structurilor spatiale. In cazul
structurilor complexe, pentru evaluarea cat mai corectd a comportamentului real este
recomandat studiul global spatial al structurii, pentru a tine cont de interactiunea intre
elemente. Acest aspect este important in cazul structurilor in cadre din otel zvelte, unde
evaluarea gresita a capacitatii ultime de rezistentd a intregului sistem, poate conduce la
solutii dezavantajoase din punct de vedere economic sau structural.

e Includerea efectelor de pierdere a stabilititii locale a alementelor. Flambajul lateral al
barelor este un fenomen des Intalnit la elementele din otel. Metodele clasice de proiectare
nu sunt capabile sd surprinda in mod riguros comportametul structural, prin considerarea
efectelor combinate ale neliniaritatii fizice si cel al pierderii de stabilitate prin Incovoiere
rasucire, iar cedarea locala, datoratd acestui fenomen, a unor elemente poate influenta
semnificativ mecanismul de cedare si rdspunsul neliniar global al structurii.

e Includerea efectelor nodurilor de dimensiune finiti. in cazul modelarii structurilor cu
elemente liniare, aportul configuratiei geometrice a dimensiunii reale a nodului nu poate
fi suprins cu acuratete iar raspunsul global poate fi supraestimat, ceea ce ar conduce la
niste costuri mari; sau poate fi subestimat, ceea ce ar putea conduce la un raspuns
structural dezastruos. De asemenea, un aspect important il constituie rigiditatea la forta
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taietoare a nodurilor, o rigiditate infintd, curent asumata in calcule, poate fi uneori in
disonantd cu comportarea (rigiditatea) reala a nodurilor structurilor in cadre din otel.
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- ANEXE -

Anexa A
Functiile de stabilitate c;, c, propuse de (Oran, 1973) si ¢, (Chan & Gu, 2000)

vsin(w) — v? cos(v)

o =4 2 — 2cos(v) — v sin(v) pentru N <0
! v? cosh(v) — v sinh(v)
2 —2cos(v) + vsin(v) pentruN >0
v? — vusin(v)
o = 2 — 2 cos(v) — vsin(v) pentru N <0
z vsinh(v) — v?
2 —2cos(v) + vsin(v) pentruN >0
6= (e—c)

Functiile de curbura b,, b, propuse de (Oran, 1973) si (Chan & Gu, 2000)

_ (c1 +¢)(c; —2) _ _C1’ + ¢

b,

8m2q 42
C € =G
b, = 8(c, +¢,)  4n?
b €1 —Cy C,Co L —Cy 4b,c,
ol -q)? 2ate)a—c) mdl-9)? -
p _TaC-9) 2 c2¢4 _mq-q) 26 4n*q*b,
(4%

41-q)? m(1—q)? 2(a+c)(6—c)? 41— m(1-¢)? (1-q)?°

(A.1)

(A2)

Derivatele functiilor de stabilitate si de curbura, in raport cu q (Oran, 1973), (Kassimali, 1976)

¢ = —2m*(b; + by

c; = —2m*(b; — by

PR G b

-9 (-9

b= (by — by)(cy + ¢3) + 2¢,by
1 4q
, _ m?(16b;b, — by + b,)

bz = 4(c1 +¢2)
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Anexa B

[T31LN
17

Pentru o bara plastificata la capatul

[ k12%—k11kz2 (12’ ~ka1ks) __kazkas—kizkppte(kizkiz—ki1ka3) 1
| kire2-2kjzetks; ki1e2—2kqze+ka ki1e2—2kqe+kz; |
k — | _ e2(k12®—k11kz2) _ e(kizkag—kiskaz)+e®(kizkiz—k11k23) |
rep = | k11e2-2kqpe+kzy k11e2—2kqpe+k2; | (B.1)
. k3% —kazksz+e(2kizkss—2kiskas)+e?(kiz®—ki1ks3)
sim - >
ki1e“—2kqe+ky;
Pentru o bara plastificata la capatul )™
[ k13%—k11ks3 __kiskaz—kipkszt+e(kizkiz—k11kz3) __e(k13®~k11k33) 1
|  ki1e2-2kizetkss ki1e2-2kq3e+kss ki1e2-2kqze+kss |
k _ | koo — (ka3—kq2€)* _ e(kiskaz—kizkss)+e?(kizkiz—ki1kas) |
r.ep | 227 kie2—2kqzetkss k11e2—2ki3e+k33 | (B.2)
. e?(ky32-kq1k
l sim _ (213 11k33) J
ki1e“—2kq3e+ks3
Pentru o bard avand doua articulatii plastice :
X fi(e)X f2(e)X 1
|NUM NUM NUM |
ko =] AEK f@f@X |
e NUM NuM (B.3)
, e)?K
lSlm f2(e) J
NUM
Unde:

X = k33k122 - 2k12k13k23 + k22k132 + k11k232 - k11k22k33

NUM = ki, f,(e)? = 2ki2ki3fi(e)fo(€) — 2kyzkyzfr(€) + 2kaskin fr(e) + kisfi(€)? — 2kiskysfi(e) +
+2ko5 k13 f2(e) + k%3 + 2kq ka3 fi(e)fz(e) — k11k33f1(€)2 - k11k22f2(€)2 — kaokss

1
T, = |f1(e)], in functie de sectiunile plastificate

f2(e)
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Anexa C

Valorile coeficientilor M,.4, E1, 71, 12,13 propusi de Zubydan (2010)

e Pentru sectiune cu profil H

r3 = 1 pentru P, < 0.15 (C.1a)
r3 =1 —0.3(B.- — 0.15)%! pentru 0.15 < P. < 0.25 (C.1b)
r3 = 0.7 pentru P. > 0.25 (C.1c)

Fara tensiuni reziduale

M,, = —0.96P, + 0.97 (C.2a)
E,;, = 3.12P, + 0.06 pentruP. < 0.05 (C.2b)
E,.1 = 0.22 pentru 0.05 <P, < 0.67 (C.2¢)
E.; = —0.62P, pentru P, > 0.67 (C.2d)
rn=r=1 (C.2e)

Cu tensiuni reziduale

M,, = —437P.2 + 0.14P, + 0.98 pentru P. < 0.15 (C.3a)
M,; = —1.06B. + 1.07 pentru P, > 0.15 (C.3a)
E.1 = 0.04 pentru P, < 0.04 (C.3b)
E., =0.04[1—(B-—0.4)/0.6] pentru P, > 0.4 (C.3¢)
r = 1.5 — 0.3(B./P,o)3 pentru P, < P, (C.34d)
r, = 1.2+ 0.8(B. — P,,)/(0.75 — P,) pentru P., < P. < 0.75 (C.3¢)
r; = 2 pentru P, > 0.75 (C.39)
r, = 1.5 + 1.5P. /P, pentru P, < P,, (C.3g)
r, = 3 pentru P, > P, (C.3h)

e Pentru sectiune cu profil I

r3 = 1 pentru P, < 0.2 (C.42)
r3 =1—0.3(B.—0.2) pentru0.2 <P. < 0.3 (C.4b)
r3 = 0.7 pentru P. > 0.3 (C.4c)
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Fara tensiuni reziduale

M,, = —0.91B. + 0.93

E,; = 5.04P. + 0.13 pentru P. < 0.05

E,.; = —0.14P. + 0.39 pentru 0.05 < P. < 0.67
E,.; = —0.89P. + 091 pentru P, > 0.67
n=r=1

Cu tensiuni reziduale

M,; = —2.9P.% + 0.36P. + 0.95 pentru P. < 0.15

M, = —1.1P. + 1.11 pentru P. > 0.15

E,; = 0.08 pentru P, < 0.04

E., =0.08[1—(B.—0.4)/0.6] pentru P, > 0.4

r, = 1.6 — 0.3(B.- — 0.15)/(P,o — 0.15) pentru 0.15 < P, < P,
r, = 1.2+ 0.8(B. — P,)/(0.75 — P,,) pentru P, < P. < 0.75
r; = 2 pentru P, > 0.75

r, = 1.5 + 1.5(B./P,)? pentru P, < P,

5, = 3 pentru B. > P,
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Anexa D
Metode numerice de integrare

D1. Metoda Simpson 3/8

Regula 3/8 a lui Simpson este 0 metoda numerica bazatd pe interpolare cubica. Punctele
de diviziune sunt echidistante pe domeniul de integrare (Fig. D.0.1) iar reteaua de puncte de
integrare surprinde si capetele intervalului. Desi metoda Gauss-Legendre este mai eficientd, din
punct de vedere al numarului de puncte de integrare utilizate, in programele de analiza neliniara
metoda Simpson este mai des utilizatda (Bathe K.-J. , 1996).

Avem functia f:[a, b] - R, integrabila.
Pentru a calcula

b
I = f fx)dx (D.1)
a
aproximam functia f(x) cu un polinom de gradul 3 astfel:
Qo
f) =ap+ax+ax*+azx>=[1 x x* x3] Z; (D.2)
as

Coeficientii ay, aq,a,,a;z pot fi calculati prin rezolvarea sistemului compus din functiile
exprimate in punctele de diviziune cunoscute:

(f(x0) = ap + a;xq + azxe? + azxg®
f(x1) = ag + ayx; + azx,® + azx,® (D.3)
| f(x2) = ag + arx; + axx,* + azx,?® .
Lf(xg) = ap + aix3 + axx3® + azx3®
Unde
p Xo=a
x1=at+h=a+ —
—a
X,=a+2h=a+?2 3
b—a
x3=a+3h=a+3 =b

\

pentru h = Ta

Reprezentarea geometricd a functiei aproximate f*(x) este redatd in Fig. D.0.1.
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¥l

Fig. D.0.1 Functia cubica f *(x) pentru metoda de integrare Simpson

Prin urmare integrala functiei f(x) poate fi calculatd cu urmatoarea expresie:

b
1= [ f@ixx 0-a) @ +3/(0) +3/ o) + /) o

3w wor () (52 o)

Eroarea metodei poate fi exprimata astfel:

(b —a)®
= ‘ ) (5)‘ (D.5)

unde a < ¢ < b.
Urmand acelasi rationament regula 3/8 a lui Simpon poate fi extinsd pentru “n” intervale.

Astfel avem:

b 3h D.6
1= [ P00 = TG + 37 Cr) + 37 Cea) + 27 x) + 3£ () + 37 xa) + 2 Ceg) o+ # f ] )
unde
n este numarul de intervale echidistante multiplu de 3;

b—a
h= ;
n
x; = a+ih.

D2. Cuadratura Gauss — Legendre

Spre deosebire de regula lui Simpson in care pasul de integrare este considerat constant iar
reteaua de noduri de integrare contine si capetele intervalului, la cuadratura lui Gauss-Legendre
punctele de integrare nu sunt echidistante iar capetele intervalului sunt excluse. Totusi, aceasta
metodd utilizeaza mai putine puncte de integrare decat cuadratura Newton-Cotes pentru a
surprinde acelasi grad de acuratete. Motivul principal il constituie alegerea optimizata a punctelor
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de diviziune care constituie radacinile polinoamelor ortogonale Legendre. Se cunoaste ca metoda
Gauss-Legendre este mai eficientd in analizele cu element finit (Bathe K.-J. , 1996).

Astfel, pentru functia f(x), definita si integrabild pe intervalul [—1,1] regula de integrare Gauss-
Legendre are forma:

1 n
| Fedx Z wif () (D.7)

unde punctele x; sunt radacinile polinomului ortogonal iar w; sunt coeficientii sau ponderile
formulei de cuadratura.
Polinoamele lui Legendre sunt definite pe intervalul [—1,1] si au urmatoarea formuld de

recurenta:
2Zn—1 n—1
Pn(x) = xPn—l(x) - Pn—z(x)
Py(x) = 1; Pi(x) =x
0 ! (D.8)
In tabelul (D.0.1) sunt date expresiile analitice ale polinoamelor pentru gradele n =
2,3,4,5,6,7,8, care se gasesc in literatura de specialitate (Abramowitz & Stegun, 1972).
Tabel D.0.1 Expresiile polinoamele Legendre pentrun =2 ..8
n B (x)
1 X
1
2 7 Bx? = 1)
1
3 2 (5x3 — 3x)
1
4 §(35x4 —30x% + 3)
1
5 §(63x5 — 70x3 + 15x)
1
6 R(leé —315x* + 105x% — 5)
1
7 e (429x7 — 693x° + 315x% — 35x)
1
8 m(6435x8 —12012x% + 6930x* — 1260x2 + 35)
Ponderile pot fi calculate cu formula de recurenta propusa de (Hildebrand, 1956) astfel:
2 2(1 —x?)
w;: = =
A= DPE?E (it D[P ()] (D.9)

Radacinile polinoamelor Legendre x; si ponderile cuadraturii w; au fost evaluate, de-alungul
anilor, de numerosi cercetatori (Lowan, Davids, & Levenson, 1942), (Beyer, 1987),
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(Chandrasekhar, 1960). Valorile lor se gasesc in literatura de specialitate si sunt prezentate in
Tabel D.0.2.
Daca avem functia f: [a, b] — R, integrabila.

Pentru a calcula [ = f: f(x)dx se face schimbarea de variabila astfel:

_a+b+b—a_ g _b—-a
= 2 & =T (D.10)
x=a=>z=-1; z=b>2z=1
Astfel integrala devine:
b b—a (! +b b-—
ff(x)dxz af f(a + az)dz (D.11)
; 2 J,7 U2 2

Aplicand regula de integrare Gauss-Legendre putem calcula integrala functiei cu urmatoarea
expresie:

b _
Lf(x)dxzbza

a+b b—a
Wif( 7 T3 Zi)
a+b

b— . A . e e
unde f (T + Taz) este functia aproximata avand ca puncte de interpolare radacinile z; ale

(D.12)

n
i=1

polinoamelor Legendre.

Tabel D.0.2 Valori abscise si ponderi pentru cuadratura Gauss —Legendre (n =2 ..8)

n Z; w;
2 +0,57735027 1
3 +0,77459667 0,55555556
0,00000000 0,88888889
4 +0,86113631 0,34785484
+0,33998104 0,65214516
+0,90617985 0,23692688
5 +0,53846931 0,47869868
0,00000000 0,56888889
+0,93246951 0,17132450
6 +0,66120939 0,36076158
+0,23861919 0,46791394
+0,94910791 0,12948496
; +0,74153119 0,27970540
+ 0,40584515 0,38182006
0,00000000 0,41795918
+0,96028986 0,10122854
g + 0,79666648 0,22238104
+0,52553242 0,31370664
+0,18343464 0,36268378

Pentru o functie care are 2n derivate, termenul eroare al cuadraturii a fost determinat de
(Kahaner, Moler, & Nash, 1989):
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22n+1 (n!)4

~Cn+ D[EDT

FEME© (D.13)

unde —1 < ¢ < 1.

D3. Cuadratura Gauss — Lobatto

La fel ca in cazul metodei Gauss-Legendre, punctele de diviziune reprezintd radacinile
unor polinoame Legendre. In plus reteaua de puncte de integrare surprinde si frontiera
domeniului de integrare. Metoda are o precizie bund pentru polinoame cu gradul pand la 2n-1
unde n este numarul de puncte de integrare (Quarteroni, Sacco, & Saleri, 2000).

Daca avem functia f(x) definitd si integrabila pe intervalul [—1,1], regula de integrare Gauss-
Lobatto are forma:

f FOOdx ~ wy f(=1) + z wif () + wo f(1) (D.14)

unde punctele x;,i=2..(n—1) sunt radacinile polinomului P;_;(x), unde P(x) este
polinomul Legendre iar w; sunt coeficientii sau ponderile formulei de cuadratura.
Ponderile pot fi calculate cu formula de recurenta astfel:

2n 2
w; = ~ - = pentrui=2..(n—1
b (L= x)PL ()P () (= D[P (x)]? ) (D.15)
iar
2 . :
Wiy = =D pentru i = 1 respectiv n.

Rédacinile polinoamelor Legendre x; si ponderile cuadraturii w; au fost evaluate, de-alungul
anilor, de numerosi cercetatori (Beyer, 1987), (Chandrasekhar, 1960). Valorile lor se gasesc in
literatura de specialitate si sunt prezentate in Tabel D.0.3.

Tabel D.0.3 Valori abscise si ponderi pentru cuadratura Gauss —Lobatto (n =3 ..8)

n X; w;
X + 1,00000 0,333333
0,00000 1,333333
A + 1,000000 0,166667
+0447214 0,833333
+ 1,000000 0,100000
5 +0,654654 0,544444
0,000000 0,711111
+ 1,000000 0,066667
6 +0,765055 0,378475
+0,285232 0,554858
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+ 1,000000 0,047619
7 +0,830224 0,276826
+ 0,468848 0,431745
0,00000 0,487619
+ 1,000000 0,035714
g +0,871740 0,210704
+0,591700 0,341123
+0,2092299 0,412459
Eroarea cuadraturii este exprimata prin termenul:
£ n(n —1)322""1[(n — 2)!]4f(2”‘2) @

2n-1D[2n-2)"]3

unde —1 < ¢ < 1.
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Anexa E

Coeficientii matricei de rigiditate pentru bara cu sectiune circulara variabila, considerand raportul
sectiunilor transversale de capat S =2.5 pentru diferite valori ale coeficientului de Incarcare

axiald A, (valorile pozitive indicAnd compresiune).

Tabel E.0.4 Valorile coeficientului de rigiditate s,

Numar de termeni in seria de puteri, NTF
10 20 30 40 70 80
-16.0  Al-Sader (2004) 109.44580 104.62840 103.77110 103.62730 103.60870 103.60870
Modelul propus 105.04075 103.79950 103.62769 103.61014 103.60878 103.60878
-14.0  Al-Sader (2004) 105.17210  100.32610  99.49845  99.37091  99.35600  99.35599
Modelul propus 100.68239  99.52009  99.37068  99.35699  99.35603  99.35603
-12.0  Al-Sader (2004) 100.69440  95.82722  95.03672  94.92635  94.91483  94.91483

Ag Metoda

Modelul propus 96.12497  95.05161 94.92570  94.91549  94.91486  94.91486

-10.0  Al-Sader (2004) 95.99194  91.10531 90.36197  90.26963  90.26115  90.26115
Modelul propus 91.34465  90.37028  90.26871  90.26156  90.26117  90.26117

-8.0  Al-Sader (2004) 91.04259  86.12792  85.44521 85.37160  85.36578  85.36578
Modelul propus 86.31072  85.44740  85.37058  85.36600  85.36579  85.36579

-6.0  Al-Sader (2004) 85.82235  80.85441 80.25097  80.19650  80.19291  80.19291
Modelul propus 80.98204  80.24798  80.19557  80.19302  80.19292  80.19292

-4.0  Al-Sader (2004) 80.30576  75.23281  74.73527  74.69983  74.69798  74.69798
Modelul propus 75.30114  74.72878  74.69912  74.69801  74.69798  74.69798

-2.0  Al-Sader (2004) 74.46608  69.19507  68.84269  68.82523  68.82458  68.82458
Modelul propus 69.18386  68.83569  68.82486  68.82459  68.82458  68.82458

0.0 Al-Sader (2004) 68.27572  62.64943  62.50225  62.50003  62.50000  62.50000
Modelul propus 62.50000  62.50000  62.50000  62.50000  62.50000  62.50000

2.0 Al-Sader (2004) 61.70692  55.46755  55.62116  55.62845  55.62843  55.62843
Modelul propus 55.03409  55.63307  55.62855  55.62843  55.62843  55.62843

4.0 Al-Sader (2004) 54.73266  47.46178  48.07541  48.08104  48.08042  48.08042
Modelul propus 46.39738  48.11865  48.08061  48.08041  48.08042  48.08042

6.0 Al-Sader (2004) 4732801  38.34155  39.69481  39.67746  39.67575  39.67575
Modelul propus 35.80046  39.80156  39.67501  39.67571  39.67576  39.67576

8.0 Al-Sader (2004) 39.47186  27.62208  30.23856  30.15740  30.15447  30.15447
Modelul propus 21.33355  30.47094  30.14964  30.15435  30.15447  30.15447

10.0  Al-Sader (2004) 31.14923  14.40867  19.35332  19.12822  19.12488  19.12488
Modelul propus -3.20470  19.83500  19.10808  19.12471 19.12489  19.12489

12.0  Al-Sader (2004) 22.35412 -3.20593 6.49734 5.96461 5.96415 5.96415
Modelul propus -76.57838 7.48293 5.91640 5.96407 5.96416 5.96416

14.0  Al-Sader (2004) 13.09308  -30.30680 -9.20643  -10.40130 -10.38910 -10.38910
Modelul propus 400.86546 -7.17274  -10.51451 -10.38847 -10.38909  -10.38909
16.0  Al-Sader (2004) 3.38921 -87.33670 -29.27920 -31.97090 -31.91740 -31.91740
Modelul propus 98.13274  -24.98310 -32.24417 -31.91389 -31.91739 -31.91739
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Tabel E.0.5 Valorile coeficientului de rigiditate s,

Numar de termeni in seria de puteri, NTF

A Metoda
10 20 30 40 70 80
-16.0  Al-Sader (2004) 19.32612  11.32612  9.88539  9.64385  9.61258  9.61257
Modelul propus 7.43588  9.11876  9.54373  9.60619  9.61261  9.61261
-14.0  Al-Sader (2004) 18.84997 11.33661 10.04005  9.84041  9.81706  9.81053
Modelul propus 7.82619  9.40079  9.76481 9.81266  9.81708  9.81708
-12.0  Al-Sader (2004) 18.42119 11.36968 10.22595 10.06636 10.04969 10.04969
Modelul propus 8.26155  9.71035 10.01190 10.04684 10.04971 10.04971
-10.0  Al-Sader (2004) 17.96888 11.43116 10.44932 10.32739 10.31618 10.31618
Modelul propus 8.74688 10.05204 10.29056 10.31448 10.31619 10.31620
-8.0  Al-Sader (2004) 17.49013 11.52882 10.71813 10.63068 10.62376 10.62376
Modelul propus 9.28993 10.43155 10.60793 10.62285 10.62377 10.62377
-6.0  Al-Sader (2004) 16.98174 11.67316 11.04247 10.98548 10.98172 10.98172
Modelul propus 9.90365 10.85598 10.97324 10.98131 10.98172 10.98172
-4.0  Al-Sader (2004) 16.44016 11.87869 11.43540 11.40381 11.40215 11.40215
Modelul propus 10.61061 11.33425 11.39862 11.40202 11.40216 11.40216
-2.0  Al-Sader (2004) 15.86151 12.16594 11.91399 11.90153 11.90106 11.90106
Modelul propus 11.45123 11.87756 11.90023 11.90104 11.90107 11.90107
0.0 Al-Sader (2004) 15.24162 12.56483 12.50095 12.50001 12.50000 12.50000
Modelul propus 12.50000 12.50000 12.50000 12.50000 12.50000 12.50000
2.0 Al-Sader (2004) 14.57603 13.12044 13.22695 13.22860 13.22855 13.22855
Modelul propus 13.89974 13.21917 13.22824 13.22855 13.22855 13.22855
4.0 Al-Sader (2004) 13.86005 13.90372 14.13431 14.12856 14.12834 14.12834
Modelul propus 15.94073 14.05668 14.12789 14.12838 14.12834 14.12834
6.0 Al-Sader (2004) 13.08889 15.03232 15.28272 15.25960 15.25954 15.25954
Modelul propus 19.26924 15.03824 15.26150 15.25969 15.25954 15.25954
8.0 Al-Sader (2004) 12.25779 16.71554 16.75873 16.71100 16.71208 16.20800
Modelul propus 25.55579 16.19257 16.72337 16.71240 16.71208 16.71208
10.0  Al-Sader (2004) 11.36226  19.36191 18.69187 18.62187 18.62589 18.62589
Modelul propus 40.45828 17.54740 18.66165 18.62634 16.71208 18.62590
12.0  Al-Sader (2004) 10.39839 23.88468 21.28376 21.22028 21.23005 21.23005
Modelul propus  100.10448 19.11948 21.32177 21.23021 21.23006 21.23006
14.0  Al-Sader (2004) 9.36320 32.80694 24.86424 24.90567 24.92479 24.92479
Modelul propus  357.75764 20.89228 25.13881 24.92334 24.92480 24.92480
16.0  Al-Sader (2004) 8.25515 56.50767 30.00855 30.44238 30.47336 30.47336
Modelul propus  -86.10524 22.77072 30.95801 30.46668 30.47336 30.47336
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Tabel E.0.6 Valorile coeficientului de rigiditate s,

Numar de termeni in seria de puteri, NTF

Ap Metoda
10 20 30 40 70 80
-16.0  Al-Sader (2004) 8.37810 13.40339 15.79316 16.45530 16.57733 16.57739
Modelul propus 13.41202 15.74748 16.46176 16.56667 16.57746 16.57746
-14.0  Al-Sader (2004) 8.35771 13.13809 15.26887 15.80762 15.89692 15.89696
Modelul propus 13.18354 15.24488 15.81517 15.89008 15.89700 15.89700
-12.0  Al-Sader (2004) 8.33962 12.84216 14.70103 15.12404 15.18635 15.18637
Modelul propus 12.92443  14.69541 15.13173 15.18225 15.18640 15.18640
-10.0  Al-Sader (2004) 8.32462 12.50954 14.08422 14.40095 14.44177 14.44178
Modelul propus 12.33194 14.09291 14.40795 14.43953 14.44180 14.44180
-8.0 Al-Sader (2004) 8.31367 12.13241 13.41206 13.63401 13.65852 13.65852
Modelul propus 12.03271 13.43029 13.63971 13.65744 13.65853 13.65853
-6.0 Al-Sader (2004) 8.30792 11.70051 12.67710 12.81795 12.83086 12.83086
Modelul propus 11.67549 12.69945 12.82199 12.83044 12.83087 12.83087
-4.0 Al-Sader (2004) 8.30870 11.20000 11.87048 11.94620 11.95168 11.95168
Modelul propus 11.24036 11.89117 11.94852 11.95156 11.95168 11.95168
-2.0 Al-Sader (2004) 8.31764 10.61188 10.98165 11.01046 11.01193 11.01193
Modelul propus 10.69750 10.99512 11.01134 11.01192 11.01193 11.01193
0.0 Al-Sader (2004) 8.33659  9.90915  9.99791 9.99997  10.00000 10.00000
Modelul propus 10.00000  10.00000 10.00000 10.00000 10.00000 10.00000
2.0 Al-Sader (2004) 8.36776  9.05212  8.90379  8.90042  8.90055  8.90055
Modelul propus 9.06939  8.89396  8.90048  8.90055  8.90055  8.90055
4.0 Al-Sader (2004) 8.41366  7.97985  7.68020  7.69228  7.69287  7.69287
Modelul propus 7.76290  7.66562  7.69333  7.69288  7.69287  7.69287
6.0 Al-Sader (2004) 8.47719  6.59343  6.30315  6.34802  6.34812  6.34812
Modelul propus 5.78876  6.30598  6.35073  6.34813  6.34812  6.34812
8.0 Al-Sader (2004) 8.56163  0.72055  4.74179  4.82741  4.82472  4.82472
Modelul propus 243748  4.81221 4.83135  4.82460  4.82471  4.82471
10.0 Al-Sader (2004) 8.67061 2.03054  2.95515  3.06901  3.05998  3.05998
Modelul propus -4.60326  3.19434  3.07111  3.05949  3.05998  3.05998
12.0 Al-Sader (2004) 8.80812 -2.20471  0.88642  0.97387  0.95427  0.95427
Modelul propus ~ -29.81843 1.48704  0.96527  0.95296  0.95426  0.95426
14.0 Al-Sader (2004) 8.97840 -9.97501 -1.54817 -1.62858 -1.66225 -1.66226
Modelul propus  151.01549  -0.23106  -1.66937 -1.66492 -1.66226 -1.66226
16.0 Al-Sader (2004) 9.18583 29.40750  4.48283 -5.06042 -5.10678 -5.10678
Modelul propus 40.25737 -1.80816 -5.18395 -5.11114 -5.10678 -5.10678
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